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CAṔITULO 1

Relatividade Restrita

A teoria da relatividade tem a sua gênese no electromagnetismo clássico. Neste caṕıtulo

começamos por abordar a questão do grupo de simetria da mecânica Newtoniana e enun-

ciaremos o prinćıpio da relatividade de Galileu, bem como a sua associada lei da adição de

velocidades. Seguidamente discutirmos como a teoria electromagnética de Maxwell prevê

uma velocidade bem definida para a propagação das flutuações do campo electromagnético

no vácuo, sem especificar o associado referencial inercial. Segue-se a hipótese do éter e a

sua refutação experimental pela experiência de Michelson e Morley. Enunciaremos então

o prinćıpio da relatividade de Einstein que forma a base da relatividade restrita. Seguir-

se-á uma discussão das consequências f́ısicas deste prinćıpio, recorrendo a diagramas de

espaço-tempo. Concluiremos com uma discussão da mecânica relativista. Grande parte

deste caṕıtulo é baseado nas quatro primeiras secções do livro [1].

1.1 O grupo de simetria da Mecânica Newtoniana

Em 1686-87, Isaac Newton (1642-1727) apresentou na sua principal obra Philosophiae

Naturalis Principia Mathematica as leis da mecânica Newtoniana e em particular a sua

equação do movimento (2a lei de Newton) que relaciona a força com a variação da quanti-
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1.1 O grupo de simetria da Mecânica Newtoniana 3

dade de movimento

~F =
d~p

dt
, ~p ≡ m~v ≡ m

d~x

dt
. (1.1.1)

Se a massa m é fixa, como por exemplo para uma part́ıcula pontual,

~F = m
d2~x

dt2
≡ m~̈x . (1.1.2)

Por definição um referêncial (isto é um sistema coordenado) em que as equações de

Newton tomem a forma (1.1.2) denomina-se referencial inercial. Referênciais inerciais não

estão definidos unicamente. Se O é um referencial inercial, então todos os referências O’
relacionados com O por

i) uma translação espacial;

ii) uma rotação de um ângulo constante (independente do tempo);

iii) uma translação da origem do tempo;

iv) um movimento com velocidade constante;

são também referênciais inerciais. Referências acelerados, como por exemplo um sistema

em rotação rigida com velocidade angular constante, não são referênciais inerciais (ex: num

carrossel surge uma força de inércia - a força centŕıfuga).

Este tipo de transformações geram um grupo no sentido matemático, denominado grupo

de Galileu, que é o grupo de simetria das equações de Newton. Recordemos a definição de

grupo.

Definição: Um grupo G é um conjunto de elementos {g} com uma lei de composição

‘◦’ que obedece às seguintes condições:

i) O grupo é uma estrutura fechada: g1 ◦ g2 ∈ G , ∀g1, g2 ∈ G;

ii) A lei de composição do grupo é associativa: (g1◦g2)◦g3 = g1◦(g2◦g3) , ∀g1, g2, g3 ∈ G;

iii) Existe um elemento neutro (identidade) denotado por 1: 1 ◦ g = g ◦ 1 , ∀g ∈ G;
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4 Relatividade Restrita

iv) Existe um inverso para qualquer elemento do grupo g, que é denotado por g−1:

∀g , ∃g−1: g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = 1.

Nota: o grupo de Galileu é um grupo de Lie. Um grupo de Lie é um grupo cont́ınuo,

isto é um grupo cujos elementos são rotulados por parâmetros que variam continuamente.

Essa continuidade dá uma estrutura de variedade diferenciável aos grupos de Lie, com uma

determinada geometria local e uma determinada topologia.

Iremos agora estudar os tipos de transformações de coordenadas referidos em cima que

deixam as equações de Newton (1.1.2) invariantes em mais detalhe.

1.1.1 Invariância por translações

Os resultados experimentais não devem depender da escolha da origem do sistema de

coordenadas Cartesianas usado. Esta propriedade é denominada homogeneidade do espaço.

Logo, se existir um sistema de massas MN então as equações do movimento

mN ~̈r = ~FN , (1.1.3)

devem ser invariantes quando é feita uma translação por um vector constante ~b, isto é,

quando se faz a substituição

~r
′

N = ~rN +~b ⇒ ~̇r
′

N = ~̇rN ⇒ ~̈r
′

N = ~̈rN , ~F ′
N = ~FN . (1.1.4)

Substituindo (1.1.4) em (1.1.3) é trivial concluir que as equações de Newton são invariantes;

isto é, no novo referencial temos

mN ~̈r
′

= ~F ′
N . (1.1.5)

Há, no entanto uma subtileza. Porque é que a força a actuar na mass mN é a mesma no

referencial O e O′? De facto poderiamos ter escrito a lei de Newton na forma

mN ~̈r = ~FN(~rM , ~̇rM , t) , (1.1.6)
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1.1 O grupo de simetria da Mecânica Newtoniana 5

dado que a força pode depender da posição e da velocidade de todas as massas e ser uma

função do tempo. Assim, vemos explicitamente que a substituição ~r
′

N = ~rN +~b leva a

mN ~̈r
′

= ~F ′
N(~r

′

M −~b, ~̇r
′

M , t) . (1.1.7)

Ora, (1.1.7) e (1.1.6) têm a mesma forma somente se a força exercida na massa mN não

depender das posições absolutas ~rM das outras massas mas somente das posições relativas

~rN − ~rM . Nesse caso temos que

~FN = ~FN (~rN − ~rM , ṙM , t) −→ ~F
′

N = ~FN(~r
′

N − ~r
′

M , ~̇r
′

M , t) , (1.1.8)

e como tal a dependência em ~b desaparece. Sistemas fechados, em que todas as forças são

parte do sistema geralmente têm esta proprieadade (ex: um sistema de massas interagindo

gravitacionalmente, segundo a lei da gravitação Newtoniana).

De um modo análogo, os resultados experimentais não devem depender na escolha da

origem do tempo. Esta propriedade é denominada homogeneidade do tempo. As equações

de Newton devem por isso ser invariantes quando se faz uma translação temporal:

t′ = t+ b . (1.1.9)

Inspecionando as equações (1.1.6), observamos que esta invariancia só é garantida caso as

forças não dependam explicitamente do tempo (isto é, as forças só dependem do tempo

através do movimento das fontes das forças). Este será o caso para sistemas fechados.

Assim, para sistemas fechados, as leis da natureza (leis de Newton) não permitem uma

verificação experimental, ou até uma definição com significado, de localização absoluta no

espaço ou no tempo.

1.1.2 Invariância por rotações

Rotações, como por exemplo uma rotação simples em torno do eixo z por um ângulo φ -

Fig. 1.1, que transforma as coordenadas do modo

x′ = x cosφ+ y sinφ y′ = −x sin φ+ y cosφ , z′ = z , (1.1.10)
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6 Relatividade Restrita

φ
x

x’

y
y’

Figura 1.1: Uma rotação em torno do eixo z de um ângulo φ.

são eficientemente descritas usando matrizes. Para introduzirmos a notação matricial,

começamos por introduzir a notação

x1 = x1 = x , x2 = x2 = y , x3 = x3 = z . (1.1.11)

Doravante, usaremos a convenção de soma de Einstein que é usual em relatividade: existe

uma soma implicita sempre que aparecerem (num factor) dois ı́ndices repetidos, um co-

variante (em baixo) e outro contra-variante (em cima).

Uma rotação genérica é uma transformação linear que pode ser escrita em duas formas

equivalentes

xi′ = Di′

jx
j , xi′ = D j

i′ xj . (1.1.12)

Usamos uma notação em que os sistemas de coordenadas inicial e final se distinguem pela

ausência ou presença de uma linha no ı́ndice. Assim, o sistema de coordenadas {xi} ({xi′})
é o sistema de coordenadas inicial (final). A matriz Di′

j medeia a transformação entre os

dois sistemas de coordenadas e portanto tem os dois tipos de ı́ndices.

Uma rotação ŕıgida preserva os comprimentos e os ângulos. Consideremos dois vectores

arbitrários xi e ξi. O seu produto escalar ficará inalterado pela rotação. Sendo os vectores

transformados

xi′ = D j
i′ xj , ξi

′

= Di′

kξ
k , (1.1.13)
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1.1 O grupo de simetria da Mecânica Newtoniana 7

a invariância do produto escalar origina a condição:

xi′ξ
i′ = D j

i′ Di′

kxjξ
k = xjξ

j . (1.1.14)

Como ~x e ~ξ são vectores arbitrários concluimos que

D j
i′ Di′

k = δjk , (1.1.15)

Esta é a condição que a matriz D é ortogonal (isto é, que a matriz vezes a sua transposta

é igual à identidade). Por outro lado, tirando o determinante dos dois lados da equação

matricial (1.1.15) obtemos

(detD)2 = 1 . (1.1.16)

As transformações com detD = +1 são rotações; por exemplo a rotação (1.1.10) é descrita

por

D j
i′ =








cosφ sinφ 0

− sin φ cosφ 0

0 0 1








. (1.1.17)

Transformações com detD = −1 contêm reflexões, como por exemplo a inversão

x′ = x

y′ = y

z′ = z

, ⇔ D j
i′ =








−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1








. (1.1.18)

Podemos agora aplicar facilmente uma rotação às equações de Newton. Primeiro ob-

servemos que para rotações independentes do tempo

xi′ = Di′

jx
j ⇒ ẍi′ = Di′

j ẍ
j . (1.1.19)

Desde já notamos que no caso da matriz de rotação depender do tempo, haverá termos

adicionais no lado direito da última equação. Segundo, observamos que a força ~F é um

vector; logo as suas componentes F i transformam-se, sob a acção de uma rotação, da

mesma maneira que as componentes do vector posição xi. Terceiro, escrevendo as equações

de Newton em componentes

F j = mẍj , (1.1.20)
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8 Relatividade Restrita

e actuando em ambos os lados com a matriz de rotação Di′

j, obtemos

Di′

jF
j = mDi′

jẍ
j ⇔ F i′ = mẍi′ , (1.1.21)

de modo a que no novo referencial as equações do movimento tomam a mesma forma. Mas

mais uma vez, se considerarmos os argumentos das componentes da força temos

mẍi′ = Di′

jF
j(xi, ẋi, t) = F i′(xi, ẋi, t) , (1.1.22)

vemos que F i′ pode depender dos argumentos errados (i.e. escritos no referencial inicial).

Este não será o caso se a força depender somente de invariantes, o que acontecerá fre-

quentemente (ex: se a força depender apenas da diferença de posições como para a força

gravitacional Newtoniana).

Assim, como a força é um vector, para sistemas fechados em que a força depende

apenas de quantidades invariantes por rotações, as equações do movimento são invariantes

sob rotações e não permitem definições com significado de direcção absoluta no espaço.

1.1.3 Invariância por transformações de Galileu

Consideremos agora que os dois referenciais O e O′ se movem com velocidade relativa

constante

~r
′

N = ~rN − ~vt , t′ = t . (1.1.23)

A esta transformação chama-se transformação de Galileu. Logo

~̇r
′

N = ~̇rN − ~v , ~̈r′ = ~̈r , (1.1.24)

e como tal as equações do movimento (1.1.6) transformam-se como

mN ~̈r
′

N = mN ~̈rN = ~FN(~r
′

M + ~vt, ~̇r
′

M + ~v, t) . (1.1.25)

Concluimos que a constante ~v não aparece no cálculo da aceleração, mas pode ainda apa-

recer nos argumentos da força. As equações são, no entanto invariantes se apenas posições

relativas ~rN − ~rM (como no caso da invariância por translações) e velocidades relativas

~̇rN− ~̇rM entrarem nos argumentos da força. Este é normalmente o caso quando os sistemas
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1.1 O grupo de simetria da Mecânica Newtoniana 9

são fechados e as equações do movimento estão apropriadamente escritas. Consideremos

como um exemplo o movimento num campo gravitacional constante e sob a influência de

atrito (a resistência do ar):

m~̈r = −a~̇r −m~g . (1.1.26)

À primeira vista, devido à dependência expĺıcita em ~̇r que ocorre nesta equação, esta força

parece ser um contra-exemplo à invariância de Galileu. Contudo, aquilo que realmente

entra na equação é a velocidade relativamente ao ar (que é a causa do atrito). Reescrevendo

a última equação na forma

m~̈r = −a(~̇r − ~var)−m~g , (1.1.27)

a invariância sob uma transformação de Galileu torna-se manifesta.

Assim, em sistemas fechados, as equações do movimento são invariantes sob trans-

formações de Galileu. Como tal uma velocidade absoluta não pode ser definida. Podemos

agora enunciar o Prinćıpio da relatividade de Galileu:

”As leis da f́ısica são as mesmas em todos os referências inerciais...”

... e na mecânica Newtoniana os referências inerciais relacionam-se entre si por translações

do espaço e do tempo, rotações rigidas independentes do tempo e transformações de Galileu.

Na sua forma original, o prinćıpio da relatividade de Galileu foi primeiramente enunciado

por Galileu Galilei (1564-1642) em 1632, no seu Dialogo sopra i due massimi sistemi del

mondo usando a metáfora de um barco para demonstrar que as leis da f́ısica são as mesmas

em dois referênciais relacionados por uma transformação (agora denominada) de Galileu.

1.1.4 Lei da adição de velocidades

Consideremos três referenciais inerciais O, O′ and O′′. Todos os três referenciais estão

relacionados por transformações de Galileu. Seja ~v1 a velocidade de O′ relativamente a O
e ~v2 a velocidade de O′′ relativamente a O′. Qual a velocidade de O′′ relativamente a O?

Usando (1.1.23) rapidamente observamos que

~r
′

N = ~rN − ~v1t , t′ = t , (1.1.28)
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10 Relatividade Restrita

e

~r
′′

N = ~r
′

N − ~v2t
′ , t′′ = t′ ; (1.1.29)

logo

~r
′′

N = ~rN − (~v1 + ~v2)t , t′′ = t . (1.1.30)

Logo a velocidade de O′′ relativamente a O é pura e simplesmente

~v1 + ~v2 . (1.1.31)

Esta é a (bem natural) lei da adição de velocidades para referências inerciais em Mecânica

Newtoniana.

1.2 A teoria electromagnética de Maxwell

As quatro equações que actualmente denominamos equações de Maxwell podem ser encon-

tradas em forma reconhecivel (mas não moderna) no artigo de James C. Maxwell (1831-

1879) de 1861 On Physical Lines of Force. Aparecem posteriormente também no artigo

de Maxwell de 1865 A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field e no volume 2 do

seu livro A Treatise on Electricity & Magnetism pubicado em 1873. Recordemos a forma

destas equações:

(i) ∇ · ~B = 0 (ii) ∇ · ~E =
ρ

ǫ0

(iii) ∇× ~E = −∂
~B

∂t
(iv) c2∇× ~B =

~i

ǫ0
+

∂ ~E

∂t

. (1.2.1)

Nestas equações surgem duas constantes: ǫ0, a permissividade eléctrica, que surge na lei

de Coulomb e no vazio vale ǫ0 = 8.854187817...× 10−12 A· s/(V· m) e µ0, permeabilidade

magnética, que surve na lei de Biot-Savart e no vazio vale µ0 = .2566370614...×10−6NA−2.

A última é normalmente substituida pela velocidade da luz, c = 1/
√
ǫ0µ0 = 299, 792, 458

m/s.

A equação (i) permite-nos definir o potencial magnético, ~A,

∇ · ~B = 0 ⇒ ~B = ∇× ~A , (1.2.2)
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1.2 A teoria electromagnética de Maxwell 11

que usando na equação de Maxwell-Faraday (iii) nos permite escrever esta como

∇× ( ~E +
∂ ~A

∂t
) = 0 ⇒ ~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
, (1.2.3)

onde φ é o potencial electrostático. As duas equações (1.2.2) e (1.2.3) definem os poten-

ciais electromagnéticos (φ, ~A). Note-se que estes não são únicos. Isto é, para os mesmos

~E, ~B existe uma classe de equivalência de diferentes escolhas para φ e ~A a que se chama

“equivalência de gauge”. Uma gauge particularmente interessante é a gauge de Lorentz em

que os potenciais obedecem a

∇ · ~A +
1

c2
∂φ

∂t
= 0 . (1.2.4)

Dado o estudo que fizemos das equações da mecânica de Newton, uma pergunta natural

é: Qual o grupo de transformações que deixa estas equações invariantes? Este estudo, que

é essencialmente matemático pode ser feito e conclui-se que o grupo é diferente do grupo

de Galileu (denomina-se grupo conforme e tem como sub-grupo o grupo de Poincaré). Aqui

optaremos por um caminho mais f́ısico para derivar este grupo de transformações. Para

isso comecemos por mostrar que as equações de Maxwell implicam a existência de ondas

electromagnéticas no vácuo que se propagam com uma velocidade bem definida.

1.2.1 Ondas electromagnéticas no vácuo

No vácuo a densidade de carga e de corrente eléctrica são nulas ρ = 0 =~i. Usando (1.2.3)

em (1.2.1) (ii) obtemos

∆φ+
∂

∂t
∇ · ~A = 0 , (1.2.5)

onde ∆φ ≡ ∇ · ∇φ é o Laplaciano, ou, na gauge de Lorentz (1.2.4)

− 1

c2
∂2φ

∂t2
+∆φ = 0 . (1.2.6)

Analogamente, usando (1.2.2) e (1.2.3) em (1.2.1) (iv) obtemos

c2∇×∇× ~A = c2∇(∇ · ~A)− ∂2 ~A

∂t2
; (1.2.7)

usando a seguinte identidade vectorial para o rotacional do rotacional de um vector:

∇×∇× ~A = ∇(∇ · ~A)−∆ ~A , (1.2.8)
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12 Relatividade Restrita

(1.2.7) fica

− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
+∆ ~A = 0 . (1.2.9)

As equações (1.2.6) e (1.2.9) são equações de onda. Informam-nos que, no vácuo, há

soluções para os potenciais electromagnéticos (e também para os campos) em que estes

oscilam periodicamente no tempo; para além disso estas flutuações propagam-se com uma

velocidade dada pela constante c, que denominamos velocidade da luz.

Mas a conclusão anterior é problemática. A derivação que acabamos de fazer é válida

em qualquer referencial onde as equações de Maxwell tenham a forma (1.2.1). Logo, em

todos estes referenciais as ondas electromagnéticas propagam-se com velocidade c. Mas

esta conclusão é paradoxal tendo em vista a lei da adição de velocidades (e o associado

grupo de simetria) da mecânica Newtoniana: se num referencial inercial O a velocidade da

luz for c num outro referencial inercial O′ que se desloca relativamente a O com velocidade

v (na direcção x por exemplo), a velocidade da luz na direcção x deveria ser c− v e não c.

Surgem duas hipóteses:

Hipótese 1 (hipótese do éter): Existe um referencial priveligiado relativamente ao qual

a velocidade da luz é c. Chamemos-lhe éter. O éter seria no fundo o meio em que

a luz se propaga. De facto, todas as manifestações ondulatórias conhecidas na f́ısica

até à altura, propagavam-se num meio (vibrações acústicas, ondas num lago, ...). A

velocidade c seria portanto a velocidade da luz relativamente ao éter.

Hipótese 2 (hipótese da constância da velocidade da luz) : O grupo de simetria

da natureza não é o grupo de Galileu mas o grupo de simetria das equações de

Maxwell. E as leis de transformação entre os referenciais inerciais, definidos agora

como aqueles em que as equações de Maxwell tomam a forma (1.2.1), são tais que a

velocidade da luz é c relativamente a todos eles.

Qual das hipóteses descreve correctamente a natureza teria de ser decido pela experiência.
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1.3 A experiência de Michelson e Morley 13

Figura 1.2: Ilustração do vento de éter no sistema Terra-Sol, assumindo a sua constância
relativamente ao Sol. Retirada de [3]

1.3 A experiência de Michelson e Morley

A experiência de Michelson e Morley foi executada em 1887 por Albert Michelson (f́ısico

Americano nascido na Prússia, hoje parte da Polónia, 1852-1931) e Edward Morley (f́ısico

Americano, 1838-1923), na actual Case Western Reserve University, Cleveland, Ohio,

EUA. O resultado desta experiência é a primeira evidência contra a hipótese do éter.

A hipótese do éter afirmava que a luz se propaga num meio - o éter - e a sua velociade

é c relativamente a este meio. Ora, o nosso planeta - a Terra - viaja a uma velocidade de

cerca de 30 km/s (108,000 km/hora) em torno do Sol. O Sol por sua vez viaja em torno do

centro galáctico a uma velocidade de cerca de 220 km/s. Existe ainda toda uma hierarquia

de movimentos da nossa galáxia, enxame local de galáxias, etc. Como a Terra está em

movimento, esperava-se, de acordo com a hipótese do éter, que na Terra se sentisse um

vento de éter - Fig. 1.2. Claro que poderia acontecer que, num dado instante de tempo,

o movimento da Terra fosse exactamente o do éter; mas como o movimento da Terra tem

variações de velocidade quer em magnitude quer em direcção, a Terra não poderia estar em

repouso relativamente ao éter sempre. Por isso, em qualquer ponto da Terra, a magnitude

e direcção do vento do éter seriam funções do tempo.

Dado este cenário, pode-se sugerir o seguinte prinćıpio para testar a hipótese do éter:

analisando a velocidade da luz em diferentes direcções e em vários instantes de tempo,
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14 Relatividade Restrita

poder-se-ia medir o movimento da Terra relativamente ao éter. Contudo, a grande di-

ficuldade em planear uma experiência baseada neste prinćıpio reside no facto de que a

velocidade da Terra relativamente ao Sol (que serve de estimativa para a velocidade do

vento de éter na Terra) é apenas uma parte em 10000 da velocidade da luz, pelo que ter-

se-ia de medir a velocidade da luz em diferentes direcções com esta precisão. Ora, este

requerimento era pura e simplesmente demasiado exigente para qualquer aparato experi-

mental dos meados do sec. XIX. Por exemplo, o aparato de Fizeau-Foucault podia apenas

medir a velocidade da luz com uma precisão de 5%.

1.3.1 O interferómetro de Michelson

O que permitiu a experiência de Michelson e Morley foi o desenvolvimento do inter-

ferómetro de Michelson. O aparelho desenhado por Michelson, mais tarde designado por

inteferómetro, possuia uma única fonte de luz. A luz era enviada através de um espelho

semi-prateado, que separava o feixe em dois, que viajavam em duas direcções perpendicu-

lares entre si. Depois de sairem do espelho semi-prateado (divisor ou splitter), os feixes

viajavam até ao final de braços onde eram reflectidos de volta em espelhos. Voltavam então

ao lado mais afastado do divisor onde interferiam, construtivamente ou destrutivamente,

dependendo do tempo de viagem ao longo dos braços - Fig. 1.3.

Se a Terra viajava através do éter, um feixe emitido e reflectido paralelo ao vento do

éter demoraria mais tempo do que um feixe reflectido perpendicular ao éter, dado que o

tempo ganho a viajar a favor do vento é menor do que o tempo perdido a viajar contra

o vento. Verifiquemos isto. Para tal consideremos a Fig. 1.4, diagrama 1, relativamente

à qual a descrição seguinte se refere. Seja sa um raio de luz que é parcialmente reflectido

para ab e parcilamente transmitido para ac, sendo devolvido pelos espelhos b e c ao longo

de ba e ca. ba é parcialmente transmitido ao longo de ad e ca é parcialmente reflectido

para ad. Os dois raios irão interferir em ad.

Suponhamos agora que, estando o éter em repouso, o aparato experimental se move na

direcção sc, com a mesma velocidade que a Terra se move na sua órbita v. As direcções

e distâncias percorridas pelos raios serão alteradas - Fig. 1.4, diagrama 2: o raio sa é
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espelho

espelho

semi−prateado

branca
fonte de luz

detector

espelho

Figura 1.3: Ilustração do interferómetro de Michelson. Adaptada de [3]

Figura 1.4: Ilustração do interferómetro de Michelson usada no artigo original de Michelson
e Morley [5].
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reflectido para ab e devolvido pelo espelho para ba/, seguindo para o foco do detector. O

raio transmitido segue ao longo de ac, é devolvido ao longo de ca/, sendo reflectido em

a/ para a/e, onde interfere com o primeiro raio. Consideremos a diferença entre os dois

caminhos aba/ e aca/, assumindo que os tamanhos ac e ab são iguais a D. O tempo de

viagem aca/ é

∆taca/ =
D

v + c
+

D

c− v
=

2Dc

c2 − v2
=

2D

c

(

1− v2

c2

)−1

=
2D

c

(

1 +
v2

c2
+O

(
v4

c4

))

,

(1.3.1)

onde usámos o facto de que v/c≪ 1. Por outro lado, o tempo do percurso aba/ é dado pelo

seu comprimento (obtido usando o teorema de Pictágoras com lados D e v/cD) dividido

por c:

∆taba/ =
2D

c

√

1 +
v2

c2
=

2D

c

(

1 +
v2

2c2
+O

(
v4

c4

))

. (1.3.2)

Logo

∆taca/ −∆taba/ =
D

c

v2

c2
≃ 10−8D

c
, (1.3.3)

onde usamos v = 30 km/s e c = 300, 000 km/s. Nas experiências de Michelson originais,

D = 2× 106 comprimentos de onda da luz usada (amarela). Logo,

c(∆taca/ −∆taba/) = 0.02 comprimentos de onda . (1.3.4)

Se repetirmos de seguida a experiência com o aparato rodado de 90o obtemos, obviamente,

o resultado anterior com sinal contrário. Subtraindo os dois resultados, de modo a cancelar

alguma assimetria dos braços, o deslocamento esperado das franjas de interferência é de

0.04 comprimentos de onda. Como a distância entre dois máximos de luminosidade con-

secutivos nas franjas é um comprimento de onda, esperava-se um desvio de 4%. Na Fig.

1.5 mostramos uma montagem experimental simples de um interferómetro de Michelson

moderno e o padrão de franjas de interferência obtidas.

Michelson fez as suas primeiras experiências com esta montagem experimental em 1881,

ainda na Alemanha. Em 1887, juntou esforços com Morley para melhorar o seu anterior

protótipo e aumentar a sua precisão. Na sua experiência, a luz era repetidamente reflectida

ao longo dos braços, aumentando o tamanho efectivo do braço para 11m (tamanho para
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Figura 1.5: Foto de uma montagem experimental de um interferḿetro de Michelson mo-
derno, que usa um LASER de luz vermelha e das franjas de interferência obtidas. Adaptada
de [4, 3]

o qual o desvio das franjas devia ser cerca de 0.4 comprimentos de onda - uma ordem de

grandeza acima do valor anterior). Para ser facilmente detectável, o aparato foi colocado

numa sala fechada na cave de um edif́ıficio de pedra, eliminando a maioria das vibrações e

efeitos termicos. Para além disso, as vibrações foram reduzidas construindo o aparato em

cima de um enorme bloco de mármore que foi colocado a flutuar numa piscina de mercúrio

- Fig 1.6. Com este aparato, o erro experimental era menor do que 0.01 franjas.

A piscina de mercúrio permitia que o aparato pudesse ser rodado por qualquer ângulo.

Assim, mesmo num peŕıodo curto de tempo, algum efeito teria de ser viśıvel simplesmente

rodando o aparelho, de modo a que os braços fizessem diferentes ângulos com o vento de

éter. De facto, em cada rotação completa do aparelho, cada braço estaria paralelo ao vento

duas vezes (paralelo e anti-paralelo) e perpendicular a ele outras duas. Logo, uma curva

sinusoidal para o desvio das franjas com dois picos e dois mı́nimos devia ser viśıvel. Para

além disso, durante peŕıodos mais longos, ciclos dia/noite ou ciclos anuais teriam também

de ser viśıveis. De facto, se o vento fosse apenas devido à órbita da terra em torno do sol,

o vento mudaria de para a direcção oposta em peŕıodos de 12 horas. Nesta idealização

de que a causa principal da variação do vento é o movimento da Terra em torno do Sol,

haveria um ciclo anual detectável pela variação da magnitude do vento.
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18 Relatividade Restrita

Figura 1.6: Ilustração da experiência original de Michelson e Morley. Retirado do artigo
original de Michelson e Morley [5].

Qual o resultado da experiência de Michelson e Morley? Ela tornou-se a mais famosa

experiência falhada até hoje! Em vez de obter informação sobre as propriedades do éter,

o artigo de Michelson e Morley [5], apresentou medidas muito inferiores ao esperado e

compat́ıveis, dentro do erro experimental, com a invariância da velocidade da luz nas

várias direcções.

A experiência tinha-se decidido pela hipótese 2.

1.4 A relatividade (restrita ou especial) de Einstein:

prinćıpios

Motivado pela teoria electromagnética de Maxwell e pela ausência de evidência para a

existência do éter (resultado nulo da experiência de Michelson e Morley), Albert Einstein

postulou, em 1905 a constância da velocidade da luz. O Prinćıpio da relatividade de

Einstein incorpora o prinćıpio da relatividade de Galileu, no sentido em que também

afirma que

”As leis da f́ısica (não só do electromagnetismo e mecânica) são as mesmas em todos

os referências inerciais...”

... mas os referências inerciais são diferentes dos da mecânica Newtoniana, porque
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Einstein afirma que

”A velocidade da luz é constante em todos os referências inerciais.”

Quais são, então, as novas leis de transformação entre referências inerciais? Essas

serão as tranformações que deixam invariantes as equações de Maxwell. Vejamos como as

podemos descobrir usando os prinćıpios anteriores.

1.4.1 As transformações de Lorentz

Consideremos uma fonte de luz (uma lâmpada) localizada em x, y, z = 0 relativamente a

um sistema de coordenadas O. Em t = 0 esta lâmpada é acesa emitindo luz em todas as

direcções. Assim, existe uma frente de onda esférica que que se propaga com velocidade c

e como tal, no instante t, define a superf́ıcie esférica

x2 + y2 + z2 = c2t2 ⇔ −c2t2 + x2 + y2 + z2 = 0 . (1.4.1)

Observamos desde logo que as coordenadas espaciais e temporal entram nesta fórmula de

uma maneira bastante simétrica. Por isso vamos adaptar as nossas coordenadas a esta

esfera de luz e tomamos o tempo como coordenada zero, x0 = ct. Mais precisamente

xα = (ct, x, y, z) , xα = (−ct, x, y, z) , α = 0, . . . , 3 . (1.4.2)

Os dois tipos de coordenadas (com ı́ndices contra-variantes e co-variantes) relacionam-se

por uma matriz η, que é usada para subir ou descer os ı́ndices:

xα = ηαβx
β ,

xα = ηαβxβ ,

ηαβ = ηαβ =











−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











, ηαβ = δαβ . (1.4.3)

Usando estas coordenadas e esta matriz, a equação (1.4.1) pode ser escrita

xαxα = ηαβx
αxβ = −c2t2 + x2 + y2 + z2 = 0 . (1.4.4)
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Consideremos agora um outro sistema de coordenadas O′, relacionado com O por uma

transformação de Galileu:

(ct′, x′, y′, z′) = (ct, x− vt, y, z) . (1.4.5)

Se a velocidade da luz também for c neste referencial, então, no caso da lâmpada anterior,

a esfera de luz no instante t deveria descrever a esfera

(x− vt)2 + y2 + z2 − c2t2 = 0 . (1.4.6)

Mas esta esfera é obviamente diferente da anterior. Como a mesma esfera de luz não

pode estar em dois locais diferentes, concluimos que as transformações de Galileu não

são compat́ıveis com o prinćıpio da constância da velocidade da luz. Para deduzirmos

quais as transformações que são compat́ıvies com este prinćıpio vamos requerer que essas

transformações deixem invariante a esfera de luz (1.4.4), de modo a que a esfera de luz seja

a mesma nos dois referenciais.

Tal como no caso da mecânica clássica vamos procurar transformações lineares. Logo

xν′ = Lν′

αx
α , xµ′ = L β

µ′ xβ , L β
µ′ = ηµ′ν′η

αβLν′

α . (1.4.7)

Para a esfera de luz ter a mesma forma nos dois referênciais, xνxν = 0 = xν′xν′ , temos de

satisfazer

xν′xν′ = Lν′

αL
β

ν′ xαxβ = xβxβ , (1.4.8)

que, para todos os xα só é posśıvel se

Lν′

αL
β

ν′ = δβα , α, β, ν ′ = 0, . . . , 3 . (1.4.9)

Estas equações definem as transfomações de Lorentz, apresentadas originalmente pelo f́ısico

alemão Waldemar Voigt (1850-1919) em 1887, que no entanto não compreendeu na altura

a sua abragência. Se admitirmos também translações

xν′ = Lν′

αx
α + cν

′

, cν
′

= constante , (1.4.10)

obtemos as transformações de Poincaré.
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A equação (1.4.9) é muito semelhante à equação (1.1.15), para as rotações e reduz-se a

ela quando a coordenada temporal permanece inalterada, i.e. quando

Lν′

α =




Dn′

i 0

0 1



 . (1.4.11)

As rotações deixam xixi = x2 + y2 + z2 invariante; as transformações de Lorentz deixam

xαxα = x2 + y2 + z2 − c2t2 invariante.

Determinamos agora a transformação de Lorentz particular que corresponde a um mo-

vimento (com velocidade constante) na direcção x. Começamos com o ansatz

ct′ = Act+Bx , y′ = y ,

x′ = Cct+Dx , z′ = z ,

⇔ Lν′

α =











A B 0 0

C D 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











. (1.4.12)

Logo

Lµ′α = ηµ′ν′L
ν′

α =











−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





















A B 0 0

C D 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











=











−A −B 0 0

C D 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











;

(1.4.13)

L β
µ′ = Lµ′αη

αβ =











−A −B 0 0

C D 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





















−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











=











A −B 0 0

−C D 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











;

(1.4.14)
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Logo

Lν′

αL
β

ν′ =











A B 0 0

C D 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











T 









A −B 0 0

−C D 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











=











A2 − C2 −AB + CD 0 0

BA− CD −B2 +D2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











.

(1.4.15)

Assim, a equação (1.4.9) origina as seguintes três condições:

A2 − C2 = 1 , BA = CD , D2 − B2 = 1 . (1.4.16)

Estas condições podem ser parametricamente resolvidas pelas escolhas

A = D = coshϕ , B = C = − sinhϕ . (1.4.17)

Deste modo, as transformações de Lorentz ficam

ct′ = ct coshϕ− x sinhϕ , z′ = z ,

x′ = −ct sinhϕ+ x coshϕ , y′ = y .
(1.4.18)

Observe-se a analogia com as rotações:

x′ = x cosφ− y sinφ , z′ = z ,

y′ = −x sin φ+ y cosφ , t′ = t .
(1.4.19)

As transformações (1.4.18) denominam-se pseudo-rotações. Mas qual o significado f́ısico do

parâmetro ϕ? Para o compreendermos consideremos o movimento da origem do referencial

O′, x′ = 0, visto por O. Usando (1.4.18)

x′ = 0 ⇔ x = ct tanhϕ ; (1.4.20)

Como no referencial O, v = dx/dt = c tanhϕ. Logo

tanhϕ =
v

c
, (1.4.21)
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pelo que o parâmetro ϕ é simplesmente a velocidade de O′ no referencial O em ‘unidades

naturais’. Usando

coshϕ =
1

√

1− tanh2 ϕ
=

1
√

1− (v/c)2
, sinhϕ =

√

cosh2 ϕ− 1 =
v/c

√

1− (v/c)2
,

(1.4.22)

obtemos as transformações de Lorentz na sua forma mais canónica:

ct′ =
ct− vx/c
√

1− (v/c)2
, x′ =

x− vt
√

1− (v/c)2
, y′ = y , z′ = z . (1.4.23)

Estas transformações descrevem a transformação entre o sistema O e O′, onde O′ se move

na direcção x com velocidade v (medida por O) relativamente a O.
Observemos que para velocidades pequenas relativamente à da luz, v/c≪ 1,

t′ = t+O(v/c) , x′ ≃ x− vt+O((v/c)2) , y′ = y , z′ = z , (1.4.24)

pelo que recuperamos as tranformações de Galileu. Vemos assim, que a mecânica Newtoni-

ana e o seu grupo de simetrias são válidas para pequenas velocidades. Mas para velocidades

próximas da luz discrepâncias começam a aparecer.

É muito simples inverter as relações (1.4.23). Obtemos:

ct =
ct′ + vx′/c
√

1− (v/c)2
, x =

x′ + vt′
√

1− (v/c)2
, y = y′ , z = z′ . (1.4.25)

o que corresponde a trocar v → −v.

1.4.2 Lei da adição de velocidades relativista

Dado que a velocidade da luz é a mesma para todos os referênciais inerciais, mesmo que

estejam em movimento relativo, a lei de adição de velocidades terá de ser diferente daquela

que encontrámos na mecânica de Newton. Para a deduzirmos, no caso de duas velocidades

paralelas, colocamos a seguinte questão: qual o resultado de fazer duas transformações de

Lorentz consecutivas, ambas correspondentes a movimentos na direcção x?

Usando as pseudo-rotações (1.4.18) temos uma primeira transformação de Lorentz entre

o referencial O e O′:

ct′ = ct coshϕ1 − x sinhϕ1 , z′ = z ,

x′ = −ct sinhϕ1 + x coshϕ1 , y′ = y .
(1.4.26)
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seguida de uma segunda entre o referencial O′ e O′′:

ct′′ = ct′ coshϕ2 − x′ sinhϕ2 , z′′ = z′ ,

x′′ = −ct′ sinhϕ2 + x′ coshϕ2 , y′′ = y′ .
(1.4.27)

Combinando as duas relações podemos escrever a lei de transformação entre os referenciais

O e O′′:

ct′′ = ct cosh(ϕ1 + ϕ2)− x sinh(ϕ1 + ϕ2) , z′′ = z ,

x′′ = −ct sinh(ϕ1 + ϕ2) + x cosh(ϕ1 + ϕ2) , y′′ = y ,
(1.4.28)

onde usámos as bem conhecidas relações

cosh(ϕ1 + ϕ2) = coshϕ1 coshϕ2 + sinhϕ1 sinhϕ2 , (1.4.29)

sinh(ϕ1 + ϕ2) = sinhϕ1 coshϕ2 + sinhϕ2 coshϕ1 . (1.4.30)

Ou seja, compôr duas pseudo-rotações corresponde a adicionar os ângulos, tal como para

as rotações usuais. O pseudo-ângulo para a transformação de Lorentz entre O e O′′ é

portanto ϕ = ϕ1 + ϕ2. A sua velocidade associada, que corresponde à velocidade de O′′

medida por O é

v

c
= tanhϕ = tanh(ϕ1 + ϕ2) =

tanhϕ1 + tanhϕ2

1 + tanhϕ1 tanhϕ2
=

v1/c+ v2/c

1 + v1v2/c2
, (1.4.31)

onde v1 é a velocidade de O′ medida por O e v2 é a velocidade de O′′ medida por O′. Ou

seja,

v =
v1 + v2

1 + v1v2/c2
. (1.4.32)

Esta é a lei de adição de velocidades relativista. Se v1/c, v2/c ≪ 1 recuperamos a lei de

adição de velocidades da mecânica clássica v ≃ v1 + v2. Se tomarmos o caso limite em

que v1 = c (note-se que as transformações de Lorentz tornam-se singulares neste caso),

obtemos

v =
c+ v2
1 + v2/c

= c . (1.4.33)

Ou seja, a fórmula de adição de velocidades indica que velocidade da luz não pode ser ul-

trapassada e desempenha o papel de velocidade máxima! Se adicionarmos duas velocidades

menores do que c o resultado será sempre uma velocidade menor do que c. Claro que falta

entender como é que dinamicamente esta velocidade máxima é implementada.
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1.5 A relatividade (restrita ou especial) de Einstein:

consequências f́ısicas

Consideremos agora as consequências f́ısicas das transformações de Lorentz, cuja maioria

foi primeiramente encontrada e percebida por Einstein em 1905.

1.5.1 O espaço-tempo de Minkowski

Os prinćıpios da relatividade restrita (equivalência dos referências inerciais e constância da

velocidade da luz) são mais facilmente incorporados nas leis da f́ısica usando o conceito de

espaço-tempo de Minkowski, introduzido em 1908 por Hermann Minkowski (1864-1909), por

vezes designado, por simplicidade, espaço de Minkowski. O espaço-tempo de Minkowski

junta o espaço e o tempo numa única entidade. Isto é formalizado usando as coordenadas

xα = (ct, xi) = (ct, ~r) , xα = ηαβx
β = (−ct, xi) . (1.5.1)

Um ponto neste espaço é caracterizado por especificarmos espaço e tempo; designa-se por

evento.

As propriedades métricas do espaço de Minkowski, em coordenadas de Minkowski, são

dadas pelo elemento de linha:

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 = −c2dt2 + d~r 2 = ηαβdx
αdxβ . (1.5.2)

Note-se que o elemento de linha é invariante quando executada uma transformação de

Lorentz

xν′ = Lν′

αx
α , Lν′

αL
β

ν′ = δβα , (1.5.3)

dado que xνxν é invariante. Note-se que a métrica ds2 não é definida positiva.

Um 4-vector aν = (a0, a1, a2, a3) = (a0,~a) é um conjunto de quatro elementos que se

transformam como as componentes do vector posição xν ,

aν
′

= Lν′

µa
µ . (1.5.4)

Um exemplo é o vector que liga dois pontos (eventos) P1 e P2 no espaço de Minkowski,

~P1P2 = (ct2 − ct1, x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) . (1.5.5)
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Claramente, uma transformação de Lorentz mistura a parte espacial e temporal de um

4-vector, mas deixa o seu ‘comprimento’, invariante:

aν
′

aν′ = Lν′

µL
β

ν′ aµaβ = aνaν = invariante . (1.5.6)

Este invariante pode ser positivo, negativo ou zero, dependendo do tamanho relativo das

partes espacial e temporal do 4-vector. Consequentemente existe a seguinte classificação

invariante de 4-vectors:

anan = −(a0)2 + ~a 2







> 0 , 4− vector espacial ,

= 0 , 4− vector nulo ,

< 0 , 4− vector temporal .

(1.5.7)

Para um dado 4-vector com componentes aν , podemos sempre efectuar uma rotação

espacial do sistema de coordenadas de modo a que o vector aponte na direcção x e fique

na forma aν = (a0, a1, 0, 0). Seguidamente, fazendo uma transformação de Lorentz do tipo

(1.4.23), obtemos as componentes do 4-vector no referencial O′

a0
′

=
a0 − va1/c
√

1− (v/c)2
, a1

′

=
a1 − va0/c
√

1− (v/c)2
. (1.5.8)

Se |a1/a0| > 1, podemos fazer a0
′

desaparecer por uma escolha apropriada de v (menor do

que c). Nos restantes casos podemos fazer algo semelhante, obtendo as seguintes formas

normais para 4-vectores

Formas normais :

vector espacial : aν = (0, a, 0, 0)

vector nulo : aν = (a, a, 0, 0)

vector temporal : aν = (a, 0, 0, 0)

. (1.5.9)

Se tivermos dois 4-vectores, aν e bν , podemos definir o produto escalar por

|ab| = aµbµ = ηµνa
µbν . (1.5.10)

Este objecto é, claramente, um invariante por transformações de Lorentz. Quando |ab| = 0,

os dois vectores são ditos ortogonais ou perpendiculares. Note-se que, neste sentido, um

vector nulo é perpendicular a si próprio.
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NULO
TEMPORAL

ESPACIAL

Figura 1.7: O cone de luz de um evento.

Uma onda de luz com origem em t = 0 na origem do sistema de coordenadas, estará,

no instante t em pontos ~r obedecendo a

~r 2 − c2t2 = 0 . (1.5.11)

Se suprimirmos uma das coordenadas espaciais, esta equação descreve um cone no espaço-

tempo (x, y, ct). Por isso chamamos a (1.5.11) o cone de luz. Como ilustrado na Fig. 1.7,

o cone de luz separa 4-vectores temporais (dentre dele) de 4-vectores espaciais (fora dele);

vectores nulos são tangentes a ele.

Podemos visualizar a transformação de Lorentz (1.4.23) no espaço de Minkowski de-

senhando as linhas x′ = 0 e ct′ = 0 como o eixo ct′ e x′ do referencial O′, para vários

valores de v, no diagrama de espaço-tempo de O - Fig 1.8. Para o fazermos, notamos que,

de (1.4.23), o eixo ct′ (x′ = 0) corresponde a ct = cx/v, enquanto que o eixo x′ (ct′ = 0)

corresponde a ct = vx/c. Concluimos por isso que os ângulos entre os eixos x e x′ e

entre os eixos ct e ct′ são iguais e iguais a arctan v/c. A figura mostra claramente que o

novo eixo ct′ (x′) encontra-se sempre dentro (fora) do cone de luz, que a transformação se

torna singular para v = c e que qualquer 4-vector temporal (espacial) pode ser colocado

na forma normal por uma transformação de Lorentz apropriada. O que o diagrama não
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cone de luz

ct

x

ct’

x’

ct

ct’

x’

x

ct ct’

x’

x

cone de luz cone de luz

Figura 1.8: Três diagramas de espaço-tempo representando os observadores O e O′ para
v/c = tan 10o ≃ 0.176 (esquerda), v/c = tan 20o ≃ 0.364 (centro) e v/c = tan 30o ≃ 0.577
(esquerda).

ilustra correctamente é a equivalência que existe entre os dois sistemas de coordenadas.

1.5.2 Medindo intervalos de tempo e comprimentos espaciais

Parece natural requerer que o resultado de uma medida experimental seja independente

do observador que a fez. Contudo, se admitirmos observadores em movimento relativo,

apenas os invariantes por transformações de Lorentz irão satisfazer esta condição. Assim,

por exemplo, distâncias espaciais, que aparecem apenas como uma parte de um 4-vector,

não têm significado invariante.

Na mecânica Newtoniana (e na prática) estamos habituados a medir distâncias espaci-

ais e intervalos de tempo separadamente. O que a relatividade de Einstein nos ensina é que

o resultado destas medições irá depender do estado de movimento do observador, exacta-

mente da mesma maneira que as componentes de um 3-vector dependem da orientação do

sistema de coordenadas Cartesianas usado.

A questão que desejamos considerar é: suponhamos que dois observadores O e O′

(em movimento relativo) fazem medições; como estão relacionados os seus resultados?

A resposta a esta questão leva a alguns dos mais espectaculares resultados da teoria da

relatividade restrita.
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A noção de simultaneidade

Como um preâmbulo consideremos o significado de mesmo lugar em instantes diferentes.

Se um observador O afirma isto para um objecto, quer dizer que o objecto está em repouso

em x = 0 (por exemplo). Para um observador O′ que se move relativamente a O e ao

objecto, o objecto muda a sua posição coordenada; de (1.4.23) obtemos

x′ =
x− vt

√

1− (v/c)2
, x = 0 ⇒ x′ =

−vt
√

1− (v/c)2
. (1.5.12)

Assim, não existe noção absoluta de estar no mesmo lugar em instantes diferentes. Esta

observação é bastante trivial; mas a correspondente observação trocando os papeis de

tempo e espaço não o é. Se um observador O afirma que dois eventos em diferentes

localizações espaciais xA e xB são simultâneos (observados no mesmo instante t0) então

por uma aplicação das transformações de Lorentz obtemos

ct′A =
ct0 − vxA/c
√

1− (v/c)2
, ct′B =

ct0 − vxB/c
√

1− (v/c)2
⇒ c(t′A − t′B) =

(xB − xA)v

c
√

1− (v/c)2
. (1.5.13)

Para o observador O′ os dois eventos já não são simultâneos: não existe noção absoluta de

simultaneidade em diferentes localizações espaciais.

Consideremos a noção de simultaneidade em mais detalhe, para um único observador.

Como poderemos decidir se dois eventos em diferentes locais A e B acontecem simultanea-

mente? Na f́ısica Newtoniana, em que sinais se podem propagar instantaneamente, usamos

o conceito que há sinais com uma velocidade infinita vindos de A e B que nos dizem que

os eventos ocorreram. Obviamente em relatividade não podemos usar este conceito. Uma

posśıvel definição de simultaneidade é a seguinte (usada por Einstein): dois eventos A e

B são simultâneos se sinais de luz emitidos simultaneamente com esses eventos chegam

simultaneamente ao meio da linha AB. Note-se que este definição de simultaneidade de

eventos em diferentes pontos espaciais usa apenas a simultaneidade de eventos no mesmo

ponto espacial.

Usando este tipo de procedimento, o observador O poderia sincronizar uma grelha de

relógios no espaço-tempo. Obviamente, para outro observador, os relógios dessa grelha não

estarão sincronizados.

Carlos Herdeiro



30 Relatividade Restrita

Dilatação dos tempos

Em ~r = 0, um conjunto de eventos toma lugar entre tI = 0 e tF = T ; para o observador O,
em repouso relativamente a estes eventos, o correspondente intervalo de tempo é ∆t = T .

Devido à transformação de Lorentz (1.4.23), temos

ct′I = 0 , ct′F =
cT

√

1− (v/c)2
; (1.5.14)

logo, para o observador em movimento O′ estes eventos demoram

∆t′ =
∆t

√

1− (v/c)2
. (1.5.15)

Um relógio em movimento anda mais devagar que um relógio em repouso; qualquer

relógio anda à velocidade máxima do ponto de vista do observador em repouso relativamente

a ele.

Contracção dos comprimentos

Quando medimos o comprimento de uma vara relativamente à qual estamos em repouso,

os instantes de tempo tA e tB nos quais olhamos para os dois extremos da vara xA e xB, são

indiferentes. O seu comprimento será sempre L = ∆x. Para um sistema em movimento O′

a situação é diferente; dado que a vara está em movimento no seu referencial, O′ tem de

se certificar que determina os dois extremos da vara simultaneamente! Portanto O′ usará

(1.4.23) na forma

x′
A =

−vtA
√

1− (v/c)2
, ct′A =

ctA
√

1− (v/c)2
, (1.5.16)

x′
B =

L− vtB
√

1− (v/c)2
, ct′B =

ctB − vL/c
√

1− (v/c)2
, (1.5.17)

e terá de tomar t′A = t′B. Escolhendo t′A = 0, o que implica que TA = 0 e tB = vL/c2. Logo

x′
A = 0 e x′

B = L
√

1− (v/c)2 ou

∆x′ = ∆x
√

1− (v/c)2 . (1.5.18)

Uma vara em movimento é mais pequena do que uma em repouso; qualquer vara tem o

tamanho máximo para o observador em repouso relativamente a ela.
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1.5.3 Aparentes paradoxos

Devido às subtilezas envolvidas podem-se construir experiências gedanken com resultados

aparentemente paradoxais para diferentes observadores. Obviamente, quando correcta-

mente examinadas, não existem paradoxos. Consideremos dois exemplos.

Um carro maior do que a garagem

Consideremos um carro com comprimento 2L e uma garagem com comprimento L, ambos

medidos em repouso. Consideremos agora o processo em que o carro se move na direcção

da garagem. No referencial O (referencial da garagem), o comprimento da garagem é L.

Mas o carro irá sofrer contracção de Lorentz. Será o suficiente para caber na garagem? Se

o carro (referencial O′) se move com velocidade v = c
√
3/2, usando (1.5.18) temos

∆x′ = 2L
√

1− 3/4 = L , (1.5.19)

e portanto parece que o carro cabe exactamente na garagem!

No referencial O′ (referencial do carro), o carro tem comprimento 2L. Será agora a

garagem a sofrer contracção de Lorentz passando a um tamanho de L/2, ou seja quatro

vezes menor do que o carro!

Parece, assim, que o resultado de uma experiência que tem de ser único - se o carro

cabe ou não na garagem - tem dois resultados distintos para os dois observadores diferentes.

Temos um paradoxo?

O resultado estranho parece ser, sem dúvida, o resulta obtido por O, dado que em

repouso o carro é de facto maior do que a garagem. Analisemos pois o seu resultado

usando um diagrama de espaço-tempo - Fig. 1.9. No diagrama representamos as linhas

de mundo dos dois extremos da garagem, g1 e g2 que são duas linhas verticais, dado que

a garagem está em repouso para O. Representamos também as linhas de mundo dos dois

extremos do carro c1 e c2. O fez a sua observação no instante ct0 e observou a linha

tracejada. Parece-lhe por isso, de facto que g1 coincide com c1 e g2 com c2 e portanto o

carro parece caber na garagem. Contudo, O′ vai objectar, dizendo que O não olhou para

o ińıcio e o fim do carro em simultâneo; O′ vai dizer que O olhou para a extremidade
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P

ct

x

x’

cone de luz

g1 g2

c1

c2

ct0

ct’

Figura 1.9: Diagrama de espaço-tempo para o carro a entrar na garagem. Nota: a veloci-
dade usada neste diagrama não é

√
3c/2.

c2 do carro quando esta já tinha chegado ao final da garagem g2 e depois esperou até a

extremidade c1 entrar na garagem, isto é intersectar g1, para fazer a segunda medição. Se

O olhasse para c1 quando c2 tinha chegado ao fim da garagem, veria que estava na origem

e como tal fora da garagem; se O olhasse para c2 quando c1 chegou ao ińıcio da garagem

veria que estava em P e como tal fora da garagem.

O “paradoxo”dos gémeos

Consideremos um par de gémeos. Um viaja pelo Universo a alta velocidade constante

(relativamente à Terra); o outro fica na Terra.

Do ponto de vista do observador O (gémeo que fica na Terra), o seu irmão viajante

vai sofrer a diltação dos tempos e como tal o seu relógio biológico corre mais devagar. Por

isso, quando ele voltar à Terra, o irmão viajante deverá estar mais novo do que ele.

Do ponto de vista do observador O′ (gémeo viajante), a Terra é que se move relativa-
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mente a ele (com velocidade aproximadamente constante), e como tal para ele, deverá ser

o seu irmão que fica na Terra a sofrer a dilatação dos tempos e por isso a encontrar-se mais

novo do que ele quando se voltarem a juntar.

O resultado é aparentemente paradoxal! Assim, quando os dois se encontrarem nova-

mente na Terra, quem está mais novo do que o outro?

A hipótese errada é que os dois observadores são completamente equivalentes. Enquanto

os dois observadores estão relacionados por uma transformação de Lorentz, eles só se podem

encontrar uma única vez durante o seu movimento. Para compararem quem está mais novo,

um dos dois terá de sincronizar um segundo relógio distante para o outro irmão comparar

com o seu próprio relógio. Mas esta sincronização será dependente de observador. Para

os dois observadores se reencontrarem, um deles terá de acelerar ! Isto quebrará a simetria

entre os dois e, de acordo com as leis da relatividade geral, será aquele que acelerar que de

facto ficará mais novo.

1.5.4 Causalidade e velocidades maiores do que a da luz

A relatividade restrita nega a existência de simultaneidade absoluta. Poderá acontecer que

até a ordem temporal de dois eventos pode ser trocada para observadores distintos? Isto é,

poderá a causa de um efeito para um observador O, ser posterior ao efeito para um outro

observador O′? Obviamente isto causaria problemas de causalidade!

Para ser mais preciso, consideremos uma causa em x1 = 0, t1 = 0 e o seu efeito em

x2 = L, t2 = T . A velocidade do fenómeno é V = L/T . Um observador, O′, movendo-se

com velocidade v, verá a causa em t′1 = 0 e o efeito quando

ct′2 =
cT − vL/c
√

1− (v/c)2
. (1.5.20)

Para O′, o efeito precederá a causa se t′2 < 0, ou seja se

vV > c2 . (1.5.21)

Para esta condição ser obedecida, uma das velocidades terá de ser maior do que a velocidade

da luz. Por isso, para evitar problemas de causalidade devemos exigir que velocidades
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maiores do que a velocidade da luz não ocorram. Esta afirmação é tão solene que convida

a desafia-la! Devido à sua importância vamos discutir três aspectos relacionados com ela.

Primeiro, esta frase reflecte a consistência lógica da relatividade restrita. É consistente

com a propriedade das transformações de Lorentz que por adição de velocidades não é

posśıvel ultrapassar a velocidade da luz e será reforçada pelas observações da próxima

secção de que uma part́ıcula material não poderá ser acelerada de velocidade menor do que

a da luz até à velocidade da luz.

Segundo, devemos enfatizar que esta limitação é apenas para velocidades de objectos

materiais ou para processos que podemos começar voluntariamente no primeiro ponto e que

por isso são suscept́ıveis de transmitir informação. Para clarificar este ponto consideremos

duas experiências conceptuais.

Considere-se, como na Fig. 1.10, uma lâmina (como de uma tesoura) em repouso e outra

movendo-se com velocidade V0. O ponto de intersecção das duas lâminas P , move-se com

velocidade V = V0/ sinα para a direita. Escolhendo α pequeno, podemos tornar V arbita-

riamente grande, mesmo excedendo a velocidade da luz c. Embora a chegada de P possa

cortar um dedo (ou uma garganta!), o ponto P é imaterial e não transmite informação. In-

formação seria transmitida se pudessemos começar o movimento da lâmina (2) num tempo

pré-definido, simultaneamente em todo o seu comprimento, actuando somente em P . Este

é o paradigma do corpo ŕıgido. Mas nenhuma lâmina material pode ser completamente

ŕıgida. O seu movimento é comunicado por processos moleculares causais. Invertendo o

argumento: a relatividade restrita proibe a existência de corpos completamente ŕıgidos.

A segunda experiência conceptual usa um laser apontado à Lua. Ao mudar a direcção

do laser, o ponto onde ele atinge a Lua pode-se mover na sua superf́ıcie com velocidades

arbitrariamente grandes - mas a causa está na Terra e não no ponto onde o laser primeiro

atinge a Lua!

A nossa terceira observação lida com uma hipótese especulativa. A relatividade restrita

não exclui part́ıculas com velocidade maior do que a da luz, desde que estas não possam

ser usadas para transmitir informação, isto é, desde que não possam ser geradas pela, ou

não interajam com, a matéria usual. Tais part́ıculas hipotéticas denominam-se taquiões.
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Figura 1.10: Lâminas em movimento. Retirado de [1]

Portanto, embora possamos definir velocidades que excedem a da luz (como nas ex-

periências conceptuais anteriores, ou, por exemplo, velocidades de fase de ondas em meios

dispersivos), este facto não contradiz a nossa afirmação.

Parece-nos apropriado que as leis da f́ısica não devem permitir-nos alterar o passado

e que a causalidade não deve ser posta em causa. Mas não existe uma maneira lógica

de excluir a possibilidade de que futuras experiências possam por em causa a teoria da

relatividade. Contudo, até ao momento, a relatividade restrita tem passado todos os testes

experimentais.

1.6 Mecânica relativista

A relatividade restrita nasce da electrodinâmica clássica e demonstra que a mecânica

clássica pode apenas ser válida como uma aproximação de pequenas velocidades. Con-

sideremos por isso agora, brevemente, a mecânica relativista.

1.6.1 Cinemática

A mecânica Newtoniana tem o grupo de Galileu como grupo de simetria. Mas a mecânica

relativista deve ser invariante pelo grupo de Lorentz. Para evitar cometer erros na sua

formulação usamos desde logo apenas invariantes e 4-vectores.

Na mecânica não relativista, o movimento de uma part́ıcula pontual é descrito através
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da sua posição como função do tempo, ~r = ~r(t). Por vezes também se usa o comprimento

da trajectória l, definido por

dl2 = dx2 + dy2 + dz2 , x = x(l) , y = y(l) , z = z(l) , t = t(l) . (1.6.1)

Na mecânica relativista, dado que queremos uma notação que incorpore espaço e tempo

democraticamente, escolhemos o tempo próprio, definido por

−c2dτ 2 = ds2 = dxνdx
ν = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 . (1.6.2)

como o nosso parâmetro, e descrevemos a linha de mundo da part́ıcula como

xν(τ) = (ct(τ), ~r(τ)) . (1.6.3)

Escrevendo (1.6.2) na forma

−c2dτ 2 = −c2dt2
(

1− d~r 2

c2dt2

)

= −c2dt2(1− v2/c2) , (1.6.4)

verificamos que

dτ = dt

√

1− v2

c2
. (1.6.5)

Aqui, v = v(τ) é a velocidade da part́ıcula que, em geral, poderá não ser constante. Para

uma part́ıcula em repouso, o tempo próprio coincide com o tempo coordenado.

Usando como ingredientes apenas a representação da linha de mundo xν = xν(τ) e

o parâmetro τ , existe um único 4-vector que generalisa a 3-velocidade, denominado 4-

velocidade, uν , definido por

uν(τ) =
dxν

dτ
=

dxν

dt
√

1− v2/c2
=

(

c
√

1− v2/c2
,

~v
√

1− v2/c2

)

. (1.6.6)

Dada a definição de tempo próprio (1.6.2), a 4-velocidade está normalizada, isto é

uνu
ν =

dxν

dτ

dxν

dτ
= −c2 . (1.6.7)

Esta equação demonstra que as quatro componentes da 4-velocidade não são independentes

umas das outras, e que un generalisa o vector tangente d~r/dl, que tem sempre comprimento

1.
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De um modo semelhante definimos a 4-aceleração, u̇ν (nesta secção o ‘ponto’ significa

derivada relativamente ao tempo próprio) por

u̇ν =
duν

dτ
=

d2xν

dτ 2
. (1.6.8)

Devido à normalização da 4-velocidade, temos que

0 =
d(uνuν)

dτ
= 2u̇νuν . (1.6.9)

Ou seja, a 4-velocidade e a 4-aceleração são sempre ortogonais.

Dado que em geral v(τ) não é constante, uma part́ıcula acelerada não pode ser transfor-

mada numa part́ıcula em repouso por uma transformação de Lorentz. Mas isto é posśıvel

para cada instante de tempo, o que define o referencial momentaneamente co-móvel com

a part́ıcula. Para cada τ0, nesse referencial temos

uν(τ0) = (c, 0, 0, 0) . (1.6.10)

1.6.2 Equações do movimento

Dado que as equações do movimento de Newton não são invariantes por transformações de

Lorentz, quais as equações de movimento relativistas?

Para o descobrirmos, o caminho natural é imitar a Mecânica Newtoniana e requerer

que as equações do movimento tenham a forma ‘aceleração é proporcional à força’; assim

requeremos a forma

m0
d2xν

dτ 2
= f ν . (1.6.11)

A constante m0 é denominada massa própria ou massa em repouso e o 4-vector f ν , 4-força.

Dado que a equação (1.6.11) está completamente escrita em termos de 4-vectores (força

e aceleração) e um invariante (massa própria), ela é certamente invariante por trans-

formações de Lorentz. Mas será a equação correcta para descrever a natureza?

Uma maneira de testar a equação é examinar o limite Newtoniano (v/c ≪ 1). Como

podemos ver da forma da 4-velocidade (1.6.6), as equações do movimento Newtonianas

devem surgir da parte espacial de (1.6.11). Mas como estará a 3-força contida em f ν? A
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resposta a esta pergunta pode ser obtida analisando o caso electromagnético. Não faremos

aqui essa análise mas pode ser encontrada em [1]. A resposta é que f ν tem a forma

f ν =

(

f 0,
~F

√

1− v2/c2

)

, (1.6.12)

onde a componente zero f 0 permanece, para já, indeterminada.

Podemos agora analisar as componentes espaciais das equações do movimento (1.6.11).

Obtemos

m0
d

dτ

(

~v
√

1− v2/c2

)

=
~F

√

1− v2/c2
, (1.6.13)

ou, equivalentemente, usando (1.6.5)

d

dt
m~v = ~F , m =

m0
√

1− v2/c2
. (1.6.14)

Quando v ≪ c esta é, de facto, a equação Newtoniana, com m em0 coincidentes. Em geral,

contudo, embora tenha a forma da equação Newtoniana, existe uma massa dependente da

velocidade,m. Mas é de qualquer forma surpreendente que a forma ainda seja a da mecânica

Newtoniana!

Para velocidades elevadas, a massa m cresce, tendendo para infinito quando v se apro-

xima de c. Este crescimento da inércia fornece uma razão dinâmica para a impossibilidade

de uma part́ıcula material chegar à velocidade da luz: uma força finita não pode acelerar

uma part́ıcula material de modo à sua velocidade atingir a da luz num tempo finito.

Acontece que, para além das componentes espaciais, a equação (1.6.11) tem uma com-

ponente temporal. Então que nova lei se encontra aqui escondida? A resposta é simples,

mas surpreendente. Comecemos por determinar f 0. Para isso escrevemos (1.6.11) na forma

m0u̇
ν = f ν , (1.6.15)

e contráımos esta equação com uν . Usando a perpendicularidade entre 4-velocidade e

4-aceleração obtemos

f νuν = 0 . (1.6.16)
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Ou seja, a força é perpendicular à 4-velocidade. Escrevendo explicitamente esta relação

em termos das componentes, usando (1.6.6) e (1.6.12) obtemos que

f 0 =
~F · ~v

c
√

1− v2/c2
. (1.6.17)

Usando este resultado, a componente temporal de (1.6.11) fica

d

dt
mc2 = ~F · ~v . (1.6.18)

Para interpretarmos a última relação, recordemos que um resultado semelhante aparece

na mecânica Newtoniana se fizermos o produto escalar da segunda lei para uma part́ıcula

pontual (de modo a que a massa não varie) , md~v/dt = ~F com a velocidade ~v; obtemos

d

dt

(
1

2
m~v 2

)

= ~F · ~v . (1.6.19)

Esta equação diz-nos que a energia cinética da part́ıcula varia com o tempo devido à

potência transmitida à part́ıcula pela força que nela actua. Portanto esta é uma equação

de balanço energético. Analogamente interpretamos (1.6.18) como uma equação de balanço

energético: diz-nos como varia a energia da part́ıcula devido à potência transmitida por

uma força exterior que nela actua.

Esta interpretação é apoiada fazendo um desenvolvimento de mc2 em potências de v/c:

mc2 =
m0c

2

√

1− v2/c2
= m0c

2 +
1

2
mv2 + . . . . (1.6.20)

Esta quantidade é interpretada como a energia da part́ıcula,

E = mc2 =
m0c

2

√

1− v2/c2
, (1.6.21)

e contém, para além da energia cinética Newtoniana, um termo da massa em repouso m0c
2,

bem como correções em v/c.

A equação (1.6.21) é a famosa relação massa-energia derivada por Einstein em 1905.

Como, a energia cinética pode ser convertida noutras formas de energia, argumentou-se

que também a massa em repouso que entra na energia relativista deveria ser transformável

noutras formas de energia. Sabemos hoje que assim é (exemplo: reacções nucleares).
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Uma definição que segue naturalmente deste formalismo é a de 4-momento, que é

simplesmente a 4-velocidade multiplicada pela massa em repouso:

pν = m0u
ν =

(

m0c
√

1− v2/c2
,

m0~v
√

1− v2/c2

)

=

(
E

c
,m~v

)

=

(
E

c
, ~p

)

. (1.6.22)

A normalização da 4-velocidade implica imediatamente que

pνpν = −m2
0c

2 . (1.6.23)

As equações do movimento (1.6.11) pode agora ser escrita

ṗν = f ν , (1.6.24)

e podem ser interpretadas como as equações de balanço do 4-momento.
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CAṔITULO 2

Uma motivação F́ısica para a Relatividade Geral

Neste caṕıtulo iremos rever algumas ideias básicas da gravitação Newtoniana, da sua cons-

trução, dos seus sucessos e das suas inconsistências com a relatividade restrita. Esta

discussão terminará com uma lista de objectivos para um teoria relativista da gravidade.

2.1 A gravitação Newtoniana: sucessos e um pequeno

problema

2.1.1 A lei 1/r2

A interacção grav́ıtica é, de todas as interacções fundamentais, aquela que é conhecida há

mais tempo. Newton quantificou-a através da sua lei da atracção universal:

~F = −GM1M2

r2
r̂ , G = 6.6720× 10−11 m3s−2Kg−1 . (2.1.1)

Como descobriu Newton a lei do inverso do quadrado?

1) A primeira observação que leva a esta lei relaciona-se com o movimento da Lua.

Assumindo que:

• As leis da mecânica postuladas por Newton também se aplicam aos corpos celestes;
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42 Uma motivação F́ısica para a Relatividade Geral

• Como primeira aproximação a Lua se move numa órbita circular em torno da Terra,

com raio R, peŕıodo T e velocidade linear v = 2πR/T ;

• A acceleração centŕıpeta que mantém a Lua em órbita é devida á atracção grav́ıtica

da Terra e não depende da massa da Lua (prinćıpio de equivalência de Galileu).

Esta acceleração é dada por

a =
v2

R
=

(
2πR

T

)2
1

R
=

(
2π

T

)2

R . (2.1.2)

Newton conhecia a distância R até aà Lua (esta distância já era conhecida dos

gregos antigos, usando a paralaxe da Lua vista de diferentes pontos da Terra);

dado que também conhecia o seu peŕıodo de revolução em torno da Terra, podia

calcular a sua aceleração. Usando valores modernos

R = 3.84× 105 km , T = 2.36× 106 s (27.3 dias) ⇒ a = 0.0027 ms−2 .

(2.1.3)

Comparada com a aceleração gravitacional à superf́ıcie da Terra:

aTerra
aLua

=
9.8

0.0027
≃ 3600 . (2.1.4)

Por outro lado, comparando o raio da Terra com o raio da órbita da Lua,

RLua

RTerra
=

3.84× 105 km

6380 km
≃ 60 . (2.1.5)

Logo,

aTerra
aLua

=

(
RLua

RTerra

)2

⇒ aTerraR
2
Terra = aLuaR

2
Lua = constante ; (2.1.6)

ou seja, sugere uma lei do tipo

a ∝

1

R2
. (2.1.7)

2) A segunda observação de Newton relaciona-se com a terceira lei de Kepler. Kepler

mostrou que para as órbitas dos diferentes planetas do sistema solar (até Saturno,

que eram os únicos que ele conhecia), a razão

T 2

R3
≃ constante .
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A seguinte tabela - extraida de [6] - contém esta razão para os planetas do sistema

solar (note que aqui R é o raio médio da órbita).

Planeta R (106 km / U. Astronómicas) τ (anos) τ 2/R3 (10−10 s2 km−3)

Mercúrio 57.9/0.387 0.241 2.98

Vénus 108.2/0.72 0.615 2.97

Terra 149.6/1.00 1.00 2.97

Marte 228.0/1.52 1.88 2.97

Júpiter 778.3/5.20 11.86 2.97

Saturno 1429.4/9.54 29.46 2.99

Úrano 2871.0/19.22 84.01 2.98

Neptuno 4504/30.06 164.1 2.97

Plutão 5913.5/39.5 247.0 2.97

Newton observou que esta aparentemente estranha relação evidenciava a lei do inverso

do quadrado da distância. De facto, substituindo a equação (2.1.2) na forma

T 2 =
4π2R

a
, (2.1.8)

na terceira lei de Kepler (2.1.1), obtemos

4π2

aR2
≃ constante ⇒ a ∝

1

R2
, (2.1.9)

em concordância com o derivado da órbita lunar.

Embora este argumento fosse encorajador, para se convencer da validade da lei 1/R2,

Newton necessitou de mostrar que as órbitas eĺıpticas resultavam desta lei, dado que

a primeira lei de Kepler afirmava a sua existência - exerćıcio 2.1. Para isso Newton

teve de inventar o cálculo infinitesimal!

Resumindo: Newton mostrou que a lei do inverso do quadrado fazia um óptimo ajuste

aos dados experimentais provenientes quer do movimento da Lua, quer do movimento

dos planetas - e como tal às leis de Kepler.
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Exerćıcio 2.1: O problema de Kepler. Considere uma part́ıcula de massa m

actuada pela potencial Kepleriano de uma massa M . O Lagrangeano que descreve a

dinâmica é, em coordenadas esféricas:

L =
1

2
m
(

ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2
)

+G
mM

r
, (2.1.10)

onde o ‘ponto’ signfica derivada em ordem ao tempo. Deduza as órbitas posśıveis para

a part́ıcula.

Resolução: As equações de Euler-Lagrange para as variáveis r, θ e φ são, respec-

tivamente:

mr̈ = −GmM

r2
+mr(θ̇2 + sin2 θφ̇2) ; (2.1.11)

mr2 sin θ cos θφ̇2 = m
d

dt
(r2θ̇) ; (2.1.12)

d

dt
(mr2 sin2 θφ̇) = 0 . (2.1.13)

Da última equação resulta que

j ≡ r2 sin2 θφ̇ (2.1.14)

é uma quantidade conservada. A existência desta quantidade conservada é óbvia se

observarmos que o Lagrangiano não depende de φ e como tal o seu momento canónico

conjugado é conservado (teorema de Noether). Como φ é um ângulo, o seu momento

canónico conjugado é um momento angular. De facto, dado o momento angular ~L =

~r ×m~v, a sua componente z é

Lz = m(xẏ − yẋ) = mr2 sin2 θφ̇ = mj ; (2.1.15)

logo j é a componente z do momento angular por unidade de massa.

A equação (2.1.12) é resolvida por

θ =
π

2
. (2.1.16)

De facto esta solução particular pode ser tomada como geral, dado que devido à simetria

esférica, e consequente conservação do momento angular, o movimento é planar e o

plano do movimento pode ser tomado como sendo o plano θ = π/2.
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Usando (2.1.14) e (2.1.16) na equação radial (2.1.11), obtemos

mr̈ = −GmM

r2
+m

j2

r3
, (2.1.17)

ou, multiplicando esta equação por ṙ e integrando em ordem ao tempo,

1

2
mṙ2 −G

Mm

r
+

mj2

2r2
= E , (2.1.18)

onde E é uma constante de integração que pode ser interpretada como a energia da

part́ıcula. Verificamos pois que existe um potencial efectivo, que determina a dinâmica,

com a forma

Vefe(r) = −G
Mm

r
+

mj2

2r2
. (2.1.19)

Este potencial - representado na Fig. 2.1 - tem um termo atrativo (primeiro) e outro

repulsivo (segundo). O movimento pode ser descrito do seguinte modo:

Se j = 0 (painel da esquerda), as órbitas com E < 0 ou com E ≥ 0 e ṙ < 0 vão cair

para r = 0 - estados de absorção. Por outro lado, as órbitas com E ≥ 0 e ṙ > 0

vão escapar para o infinito - estados livres.

Se j 6= 0 (painel da direita), as órbitas com E < 0 deslocam-se entre um raio mı́nimo

e um raio máximo - estados ligados. Veremos de seguida que correspondem a

órbitas eĺıpticas que degeneram numa órbita circular para a energia mı́nima. Por

outro lado, as órbitas com E ≥ 0 vão escapar para o infinito - estados de difusão.

Veremos que correspondem a órbitas parabólicas ou hiperbólicas.

Para compreendermos quantitativamente as órbitas temos de resolver a equação radial

(2.1.17). Para isso é conveniente reexpressarmos esta equação em termos de uma nova

variável dependente:

r(t) −→ u(φ) , onde u =
1

r
. (2.1.20)

Observemos que
du

dφ
=

du

dt

dt

dφ
=

d

dt

(
1

r

)
1

φ̇
= − ṙ

r2
1

φ̇
= − ṙ

j
; (2.1.21)
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e ainda
d2u

dφ2
=

d

dφ

(
du

dφ

)

=
dt

dφ

d

dt

(

− ṙ
j

)

=
1

φ̇

(

− r̈
j

)

= −r
2r̈

j2
; (2.1.22)

logo

r̈ = −j2u2d
2u

dφ2
. (2.1.23)

A equação radial (2.1.17) fica então, em termos da variável u,

−mj2u2d
2u

dφ2
= −GmMu2 +mj2u3 ⇔ d2u

dφ2
+ u =

GM

j2
. (2.1.24)

Esta é uma equação do tipo da de um oscilador harmónico (em φ):

d2

dφ2

(

u− GM

j2

)

+

(

u− GM

j2

)

= 0 ⇒ u =
GM

j2
+ A cos(φ− φ0) , (2.1.25)

onde A e φ0 são duas constantes de integração. Daqui se deduz que a solução para a

variável r é:

r(φ) =
1

GM/j2 + A cos(φ− φ0)
=

j2

GM

1 + Aj2

GM
cos(φ− φ0)

. (2.1.26)

Em coordenadas polares, a equação de uma curva cónica com excentricidade ǫ e semi-

eixo maior a é dada por:

r(φ) =
a(1− ǫ2)

1 + ǫ cos(φ− φ0)
. (2.1.27)

Como é bem sabido, a curva com ǫ = 0 é uma circunferência, com 0 < ǫ < 1 é uma

elipse, com ǫ = 1 é uma parábola e com ǫ > 1 é uma hipérbole. Logo, a órbita

encontrada é uma cónica com

ǫ =
Aj2

GM
, a(1− ǫ2) =

j2

GM
. (2.1.28)

Para encontrarmos a correspondência entre a energia do movimento e cada tipo de

curva, substituimos (2.1.26) nas várias dependências radiais de (2.1.18); observando

primeiro que diferenciando (2.1.26) em ordem ao tempo obtemos

ṙ =
Aφ̇ sin(φ− φ0)

(GM/j2 + A cos(φ− φ0))2
= Aφ̇r2 sin(φ− φ0) = Aj sin(φ− φ0) , (2.1.29)
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Figura 2.1: O potencial efectivo (2.1.19) para j = 0 (painel da esquerda) e j 6= 0 (painel
da direita).

e logo

1

2
mṙ2 =

mA2j2

2

[
1− cos2(φ− φ0)

]
=

mj2

2

[

A2 −
(
1

r
− GM

j2

)2
]

, (2.1.30)

obtemos de seguida para (2.1.18):

mj2

2

[

A2 −
(

1

r2
− 2GM

rj2
+

(GM)2

j4

)]

−G
Mm

r
+

mj2

2r2
= E . (2.1.31)

Logo
mj2

2

[

A2 − (GM)2

j4

]

= E , (2.1.32)

ou, expressando a amplitude em termos da excentricidade por via de (2.1.28),

E =
m(GM)2

2j2
(
ǫ2 − 1

)
. (2.1.33)

Os estados ligados (E < 0) correspondem, como esperado, às cónicas fechadas (circun-

ferência e elipse, que têm ǫ < 1; os estados de difusão (E ≥ 0) correspondem às cónicas

abertas (parábola e hipérbole), que têm ǫ ≥ 1.
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2.1.2 A descoberta de Neptuno e a anomalia de Mercúrio

A teoria Newtoniana teve um dos seus grandes triunfos ao ser usada para prever a existência

de um novo planeta - Neptuno. Este acontecimento teve lugar na sequência da descoberta

do planeta Úrano, atribuida a William Herschel (1738-1822), em 1781, que foi o primeiro

planeta descoberto usando o telescópio. Em 1821, Alexis Bouvard (1767-1843) publicou

tabelas astronómicas para a órbita de Úrano, baseadas na teoria Newtoniana e levando em

conta as perturbações dos planetas conhecidos. Contudo, as observações dos anos seguintes

evidenciaram desvios substanciais relativamente a estas tabelas, levando Bouvard a formu-

lar a hipótese que a órbita de Úrano estava a ser perturbada pela interacção gravitacional

com um corpo desconhecido. Esta idea foi desenvolvida e trabalhada independentemente

por John C. Adams (1819-1892) e Urbain Le Verrier (1811-1877), que usaram a teoria

de perturbações Newtoniana para prever as caracteŕısticas do corpo perturbador de modo

a explicar as observações. Le Verrier convenceu o astrónomo do observatório de Berlim,

Johann Gottfried Galle (1812-1910), a procurar o corpo perturbador, para o qual Le Verrier

fez uma previsão precisa da sua localização. Na mesma noite em que recebeu a carta de Le

Verrier, a 23 de Setembro de 1846, Galle descobriu Neptuno, a menos de 1o da localização

prevista por Le Verrier (e a menos de 12o da previsão que Adams havia feito para a mesma

altura).

Este extraordinário sucesso ‘canonizou’ a teoria Newtoniana da gravidade. Havia, no

entanto, um pequeno detalhe que esta teoria não explicava convenientemente: o avanço do

periélio da órbita de Mercúrio.

Como é manifesto do episódio da descoberta de Neptuno, no sec. XIX, as observações

astronómicas tornaram-se tão precisas que se tornou aparente que as órbitas não eram

elipses perfeitas, como deveria ser o caso se os planetas se movessem apenas pela acção do

campo gravitacional do Sol; o efeito do campo gravitacional dos outros planetas causava

pequenos, mas mensuráveis, desvios às elipses.

Para compreendermos qualitativamente um efeito importante consideremos, por exem-

plo, o efeito de Júpiter na órbita de Mercúrio em torno do Sol. Começamos por observar
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Órbita de Júpiter

Órbita de Mercúrio

A

B

Figura 2.2: Efeito qualitativo de Júpiter na órbita de Mercúrio. Consideramos a órbita de
Mercúrio como uma distribuição de massa ao longo da elipse. Quer na posição A quer na
posição B as forças de maré tendem a reorientar o prolongamento do eixo maior (linha azul
tracejada) com Júpiter (ponto vermelho); este movimento é ilustrado pela setas azuis. O
efeito, contudo, é mais prolongado quando Júpiter se encontra à frente do prolongamento
do eixo maior - posição B - originando um avanço do periélio de Mercúrio no sentido do
movimento de Júpiter.

que o peŕıodo das órbitas de Mercúrio e de Júpiter são, respectivamente,

TMercúrio = 0.241 anos TJúpiter = 11.86 anos . (2.1.34)

Logo, Mercúrio fará quase 50 revoluções em torno do Sol enquanto Júpiter fará apenas

uma. Podemos por isso pensar na órbita de Mercúrio não como espaço vazio, mas sim

como uma linha ao longo da qual a massa se encontra distribuida - Fig 2.2.

Quando Júpiter se encontra próximo do prolongamento do eixo maior da órbita de

Mercúrio, haverá um efeito grav́ıtico que tenta alinhar o prolongamento do eixo com Júpiter

(efeito de maré semelhante ao que sincroniza o peŕıodo de translação e rotação da Lua).

Mas Júpiter move-se; quando se aproxima do prolongamento do eixo, puxa-o para si, isto é

para ‘trás’. Depois de ultrapassar o prolongamento do eixo continua a puxa-lo para si, que

agora será para a ‘frente’. Existe, contudo, uma assimetria nas duas situaçõs, dado que a

segunda tem uma duração superior à primeira. O efeito total é que o periélio de Mercúrio

se vai deslocar para a frente, isto é, no mesmo sentido do movimento de Júpiter.

Carlos Herdeiro



50 Uma motivação F́ısica para a Relatividade Geral

Usando teoria de perturbações (a mesma que havia confirmado espectacularmente a

teoria Newtoniana) levando à previsão do planeta Neptuno, os astrónomos podiam calcular

a contribuição dos vários planetas para o avanço do periélio de Mercúrio. Os resultados

encontram-se na seguinte tabela (extráıda de [7]):

Causa Razão (arcsec/século)

Precessão Geral (ano 1900) 5025.6”

Vénus 277.8”

Terra 90.0”

Marte 2.5”

Júpiter 153.6”

Saturno 7.3”

Outros 0.2”

Soma 5557.0”

Avanço observado 5599.7”

Discrepância 42.7”

A descrepância foi denominada avanço anómalo do periélio de Mercúrio. Alguns

astrónomos, entre os quais Le Verrier, tentaram resolver o problema pelo mesmo cami-

nho bem sucedido que levou à previsão e descoberta de Neptuno: postulando um novo

planeta interior a Mercúrio - sugestivamente referido como Vulcano, mas este nunca foi

encontrado. Outra tentativa foi modificar a lei do inverso do quadrado para

F ∝ 1

r2+ǫ
. (2.1.35)

Se ǫ > 0 (ǫ < 0) é obtida uma precessão para a frente (trás), isto é, no sentido da

órbita (contrário à órbita) do planeta. Uma tal modificação pode ser equivalentemente

considerada estudando o potencial gravitational

φ = −GM

r
+

β

r2
+

γ

r3
+ . . . (2.1.36)

De facto, considerando apenas a primeira correcção e ajustando apropriadamente β é

posśıvel explicar o avanço anómalo do periélio de Mercúrio - Exerćıcio 2.2. Contudo tal
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alteração mostrava-se incoerente com observações cada vez mais precisas da órbita lunar.

O problema apenas será resolvido pela Relatividade Geral.

Exerćıcio 2.2: O problema de Kepler com uma modificação em 1/r2. Con-

sidere uma part́ıcula de massa m num potencial gravitacional descrito pelo potencial de

Kepler de uma massaM com um termo extra (sub-dominante para distâncias elevadas).

O Lagrangeano que descreve a dinâmica é, em coordenadas esféricas:

L =
1

2
m
(

ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2
)

+G
mM

r
− mβ

r2
, (2.1.37)

onde β é uma constante.

a) Resolva as equações do movimento e deduza a equação das órbitas. Verifique que,

se β for apropriadamente pequeno, o novo termo pode ser visto como introduzindo

um avanço do periélio às órbitas cónicas do Exerćıcio 2.1.

b) Deduza uma expressão em termos de M e β, bem como dos parâmetros orbitais

- a (semi-eixo maior), ǫ (excentricidade) e τ (peŕıodo) para a velocidade angular

do avanço do periélio de uma órbita aproximadamente eĺıptica.

c) Para Mercúrio (a = 57.9× 109 m, ǫ = 0.206, τ = 0.241 anos) o avanço anómalo

do periélio é de ω ≃ 42.7 arcsec/século. Calcule o valor de β de modo a que este

Lagrangeano seja compat́ıvel com esta observação.

Resolução: a) A resolução segue exactamente a do Exerćıcio 2.1 com as seguintes

alterações. A equação radial (2.1.17) fica

mr̈ = −GmM

r2
+m

j2 + 2β

r3
, (2.1.38)

pelo que a equação radial em termos de u, (2.1.24) fica,

−mj2u2d
2u

dφ2
= −GmMu2 +m(j2 + 2β)u3 ⇔ d2u

dφ2
+ ω2u =

GM

j2
, (2.1.39)
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onde definimos

ω2 ≡ 1 +
2β

j2
. (2.1.40)

Logo, temos ainda uma equação do tipo da de um oscilador harmónico (em φ):

d2

dφ2

(

u− GM

j2ω2

)

+ ω2

(

u− GM

j2ω2

)

= 0 ⇒ u =
GM

j2ω2
+ A cos(ω[φ− φ0]) , (2.1.41)

onde A e φ0 são duas constantes de integração. Daqui se deduz que a solução para a

variável r é:

r(φ) =
j2ω2

GM

1 + Aj2ω2

GM
cos(ω[φ− φ0])

. (2.1.42)

Esta equação já não é do tipo (2.1.27) e portanto a trajectória não é uma curva cónica.

Contudo, se

1 ≃ ω =

√

1 +
2β

j2
≃ 1 +

β

j2
⇔ β

j2
≪ 1 , (2.1.43)

as órbitas serão aproximadamente cónicas com

ǫ ≃ Aj2

GM
, a(1− ǫ2) ≃ j2

GM
, (2.1.44)

mas com uma caracteŕıstica qualitativamente nova. O periélio é atingido quando

ω[φ− φ0] = 2πn , n ∈ N0 ⇔ φ = φ0, φ0 +
2π

ω
, . . . (2.1.45)

pelo que em cada revolução o periélio avança

∆φ =
2π

ω
− 2π ≃ −2πβ

j2
. (2.1.46)

Observe que para o periélio de facto avançar, β < 0.

b) A velocidade angular do avanço do periélio é (expressando o peŕıodo τ da órbita

em anos)

ωap ≃ −
2πβ

j2τ
= − 2πβ

GMa(1 − ǫ2)τ
rad/ano = −360× 3600× 100β

GMa(1 − ǫ2)τ
arcsec/sec .

(2.1.47)

c) Usando para a massa do Sol M = 1.98× 1030 kg, obtemos

β = −5.81× 1023 J ·m2/kg . (2.1.48)
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2.2 A gravitação Newtoniana e a relatividade restrita:

inconsistências

A força grav́ıtica Newtoniana exercida por uma massa pontual M pode ser derivada do

potencial

φ = −GM

r
, (2.2.1)

que por sua vez resolve, para o caso de uma massa pontual, a equação de campo da

gravitação Newtoniana: a equação de Poisson

∆φ = 4πGρ , (2.2.2)

onde ρ representa a densidade de massa. Com a formulação da relatividade restrita (1905)

tornou-se claro que esta equação deveria ser modificada de modo a tornar-se invariante

perante o grupo de Lorentz (ou de Poincaré). De facto:

• no lado direito da equação aparece a densidade de massa ρ, que é dependente do

observador. A densidade de massa é a massa por unidade de volume ρ = m/V . Se

um determinado observador mede uma densidade de massa ρ, um observador que se

move relativamente a ele com velocidade v mede uma densidade de massa

ρ′ =
m′

V ′
(1.5.18)
=

m′

V

1
√

1− v2/c2
(1.6.21)
=

m

V

1

(
√

1− v2/c2)2
≡ γ2ρ , γ ≡ 1

√

1− v2/c2
.

(2.2.3)

Note-se o factor de γ2 reflectindo a contração do comprimento na direcção do movi-

mento e o aumento da inércia. Logo o lado direito de (2.2.2) não é um invariante.

• No lado esquerdo da equação aparece um operador apenas com derivadas espaciais;

a ausência de derivadas temporais mostra que, na gravitação Newtoniana, o campo

se propaga com velocidade infinita; isto é, aparece instantaneamente, o que é incon-

sistente com a causalidade relativista.

Para compreendermos melhor o último argumento consideremos as duas seguintes si-

tuações. Em primeiro lugar consideremos que (isto é uma Gadankenexperiment) o Sol
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desaparece. Quanto tempo demora o planeta Terra a sentir que o campo grav́ıtico do Sol

desapareceu e consequentemente a mudar a sua órbita de aproximadamente eĺıptica para

rectiĺınia? Na gravitação Newtoniana a resposta é: instantaneamente. Contudo a causali-

dade relativista estabelece que nenhum sinal se pode propagar a uma velocidade superior

a c, a velocidade da luz no vazio.

Em segundo lugar consideramos uma situação análoga numa teoria de campo relativista:

o electromagnetismo. Consideramos que uma pequena carga se desloca no campo de um

dipolo eléctrico. Num certo instante o dipolo é feito oscilar. Quanto tempo demora a

pequena carga a sentir a alteração do campo electromagnético? A resposta é: o tempo

necessário para que a onda electromagnética resultante da oscilação do dipolo atingir a

carga. Isto porque no electromagnetismo, uma flutuação do campo se propaga com uma

certa velocidade (que é exactamente a velocidade da luz). Matematicamente existem, no

vazio equações de onda, (1.2.6) e (1.2.9), que reescrevemos

✷Aµ = 0 , (2.2.4)

onde Aµ = (φ, ~A) é o 4-vector potencial electromagnético.

Na teoria relativista da gravitação podemos esperar que flutuações do campo grav́ıtico

se propaguem como ondas gravitacionais e que exista uma equação de onda, o que não

acontece na teoria Newtoniana.

Exerćıcio 2.3: Estrelas de Mitchell. Deduza a relação, em gravitação Newto-

niana, entre o raio R e a massa M de uma ‘estrela’ cuja velocidade de escape seja igual

à velocidade da luz c.

Resolução: Consideramos a conservação de energia mecânica para um corpo de

massa m entre a superf́ıcie da estrela, de onde sai com velocidade c e o infinito, onde

chega com velocidade nula:

−GmM

R
+

1

2
mc2 = 0 + 0 ⇒ R =

2GM

c2
. (2.2.5)
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Uma nota histórica. Em 1783, o reverendo John Mitchell (1729-1793), um

astrónomo britânico amador, propos que a gravidade poderia afectar a luz tal como

afectava a matéria (note-se a não trivialidade desta proposta numa altura em que a

natureza da luz não era clara). Por um racioćınio análogo ao cálculo anterior, Mitchell

concluiu que poderiam existir corpos com uma atracção gravitacional tão intensa que

“toda a luz emitida por eles iria voltar a cair no corpo”. Estes objectos hipotéticos

foram denominados estrelas de Mitchell.

Em 1795, Pierre Simon Laplace (1749-1827), independentemente, chegou à mesma

conclusão e argumentou que “é portanto posśıvel que os grandes corpos luminosos do

universo sejam, por esta razão, inviśıveis.”

A relação (2.2.5), curiosamente, será obtida exactamente na mesma forma em relati-

vidade geral, para o raio areal R do horizonte de acontecimentos de um buraco negro de

massa M , chamado raio de Schwarzschild. Mas, como veremos, a interpretação f́ısica

de um buraco negro em relatividade geral será muito diferente da de uma estrela de

Mitchell.

2.2.1 Efeitos gravito-magnéticos

Existe um outro tipo de efeitos que esperariamos numa teoria relativista da gravitação, mas

que não estão presentes na gravitação Newtoniana: efeitos do tipo ‘magnético’. Para de-

duzir a sua existência consideramos uma ‘gadankenexperiment’. Temos dois observadores,

a Ana e o Zé, em movimento relativo com velocidade v. Os dois observadores contem-

plam duas correntes de massa paralelas. Numa posição simétrica entre as duas correntes é

colocada uma part́ıcula:

• Do ponto de vista da Ana, as correntes de massa têm a mesma densidade ρ e veloci-

dades iguas mas opostas −v e v - Fig. 2.3 (painel superior).

• Do ponto de vista do Zé a corrente inferior tem velocidade zero e a superior tem

velocidade ≃ −2v (para v ≪ c) - Fig. 2.3 (painel inferior). Por um racioćınio análogo
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Figura 2.3: O ponto de vista da Ana (painel superior) e o ponto de vista do Zé (painel
inferior).
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2.3 O prinćıpio de equivalência aponta o caminho 57

ao feito em (2.2.3), a corrente superior tem uma densidade de massa superior a ρ

enquanto que a inferior tem uma densidade de massa inferior a ρ.

Do ponto de vista da Ana, a part́ıcula está em equiĺıbrio por simetria. Do ponto de vista

do Zé, contudo, não há simetria; acresce que como a gravidade Newtoniana é insenśıvel à

velocidade, interessando apenas a densidade de massa, a part́ıcula deveria ser atráıda para

a corrente superior, que tem uma maior densidade de massa. Dado que a força grav́ıtica

Newtoniana é semelhante em muitos aspectos à força eléctrica, denominamos esta resul-

tante por força gravitoeléctrica - Fig. 2.4. Contudo, sendo a mesma situação f́ısica que

aquela que é observada pela Ana, a part́ıcula não pode deslocar-se para a corrente superior

- dado que a Ana não observa isso. Tem, por isso, de existir outra força que cancela a força

gravitoeléctrica, que terá a mesma magnitude e direcção mas sentido oposto - Fig. 2.4.

Esta força não existia no primeiro referencial; portanto deverá estar associada à velocidade

da part́ıcula. Como apenas a corrente superior tem velocidade não nula, esta experiência

sugere que existe uma força gravitomagnética repulsiva entre correntes de massa paralelas;

note-se o contraste com o electromagnetismo, onde a força entre correntes paralelas é atrac-

tiva. Esta diferença é análoga à diferença de sinal entre a força gravitacional (atractiva) e

a força eléctrica (repulsiva) entre cargas com o mesmo sinal.

Estas forças entre correntes de massa não existem na gravitação Newtoniana onde a

quantidade de movimento não origina um campo gravitacional adicional.

2.3 O prinćıpio de equivalência aponta o caminho

A secção anterior poderá sugerir que uma teoria relativista da gravitação terá proprie-

dades muito semelhantes às do electromagnetismo - a teoria relativista do campo elec-

tromagnético. Há, no entanto, uma diferença fundamental que resulta do prinćıpio de

equivalência.

Na sua forma Galileana, o prinćıpio de equivalência afirma a universalidade da razão

entre a massa gravitacional e inercial mg/mi. Este prinćıpio implica a universalidade da
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Figura 2.4: Comparação das forças que actuam na part́ıcula do ponto de vista da Ana e
do Zé.

aceleração dos corpos num campo grav́ıtico. De facto,

~F = mi~a , ~FG = −GmgM

r2
r̂ ⇒ ~a = −mg

mi

GM

r2
r̂ , (2.3.1)

e como tal a aceleração num campo grav́ıtico é igual para todos os corpos. É pedagógico

contrastar esta situação com o caso eléctrio. Uma part́ıcula com massa (inercial) mi e

carga q, acelera no campo eléctrico de uma outra carga Q do seguinte modo:

~F = mi~a , ~FR =
1

4πǫ0

qQ

r2
r̂ ⇒ ~a =

q

mi

Q

4πǫ0r2
r̂ ; (2.3.2)

logo esta aceleração depende da razão q/m que não é universal (por exemplo é nula para

um neutrão e não nula para o protão). Logo, num campo grav́ıtico uniforme, podemo-nos

livrar totalmente do campo no referencial em queda livre, onde as part́ıculas poderão ter

velocidade mas não terão aceleração. Por contraste, num campo eléctrico uniforme, apenas

conseguimos eliminar a aceleração de uma classe de part́ıculas com uma dada razão de carga

para massa. Dito de outra forma, no referencial em queda livre não existe força grav́ıtica -

Fig. 2.5. Esta força pode ser removida (‘gauged away ’ ) por uma mudança de referencial.
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Figura 2.5: Comparação da força grav́ıtica que actua numa massa (medida por um di-
namómetro) num referencial em queda livre (painel da esquerda) e num referencial fixo
à terra (painel da direita). O primeiro não mede qualquer força enquanto que o segundo
mede.

Um campo grav́ıtico realista, contudo, não é uniforme. Nesse caso, no referencial em

queda livre, a força grav́ıtica será eliminada mas apenas localmente! Como exemplo con-

sideremos uma queda de grande altitude para o planeta Terra. O observador em queda

transporta consigo duas massas que terão trajectórias concorrentes no centro da Terra -

Fig. 2.5. Ao longo da queda, as massas irão aproximar-se. Este efeito acontece devido

às forças de maré - isto é as diferenças da força grav́ıtica em pontos vizinhos, que serão

não nulas se o campo não for homogeneo. Portanto, enquanto a força grav́ıtica pode ser

removida no referencial em queda livre, as forças de maré não podem.

Na sua formulação da relatividade, Einstein sempre procurou objectos invariantes, i.e.

independentes de observador. Assim, claramente, a formulação da gravitação relativista

deveria ter como objecto central as forças de maré e não a força grav́ıtica, que pode ser

removida por uma transformação de coordenadas. Esta irrelevância da força grav́ıtica é

sintetizada no prinćıpio de equivalência, que pode ser reformulado do seguinte modo:

“Para os observadores em queda livre num campo grav́ıtico, as leis da Mecânica são,
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Figura 2.6: Uma queda de grande altitude de modo a percepcionar a não uniformidade do
campo grav́ıtico da Terra.

localmente, as mesmas que na ausência de gravidade.”

Equivalentemente:

“Para os observadores acelerados na ausência de gravidade, as leis da Mecânica são,

localmente, as mesmas que num campo grav́ıtico com a mesma aceleração grav́ıtica local.”

E se o campo grav́ıtico for perfeitamente uniforme, a equivalência é global.

Einstein, de facto, postulou um prinćıipio mais alargado, denominado de prinćıpio de

equivalência forte ou prinćıpio de equivalência de Einstein:

“Para os observadores acelerados na ausência de gravidade, não apenas as leis da

Mecânica mas todas as leis da f́ısca (e em particular do electromagnetismo), são, local-

mente, as mesmas que num campo grav́ıtico com a mesma aceleração grav́ıtica local.”

Com o prinćıpio de equivalência como guia, e construindo na base da relatividade

restrita, Einstein propos-se a construir uma teoria da gravitação que:

i) Tenha como objecto central as forças de maré, que terão de ser descritas por objec-

tos matemáticos que não possam ser anulados por uma mudança de referencial. A
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força grav́ıtica, por outro lado, será descrita por objectos que podem ser nulos num

referencial (em queda livre ou inercial) e porventura não nulos em outros referenciais.

ii) Seja coerente com os prinćıpios da relatividade restrita e, em particular, tenha uma

propagação causal (ondas gravitacionais) e efeitos do tipo ‘magnéticos’.

iii) Generalize a equação de Poisson (2.2.2) para uma forma manifestamente indepen-

dente de observador, mas que se reduza a esta num limite apropriado, de modo a

recuperar os resultados da gravitação Newtoniana (com correcções).

vi) Explique o avanço anómalo do periélio de Mercúrio.

Einstein encontrou o formalismo matemático adequado para conseguir o seu objectivo

na linguagem da geometria diferencial e do cálculo tensorial. Os principais conceitos de

que necessitaremos serão introduzidos no próximo caṕıtulo.
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CAṔITULO 3

Noções fundamentais (e pragmáticas) de geometria diferencial

Como vimos no caṕıtulo anterior, os objectos independente de observador - no sentido

que não podem ser anulados por uma escolha particular de observador - para a descrição

da gravitação, são as forças de maré. Estes objectos encontram a linguagem matemática

apropriada no cálculo tensorial.

3.1 Vectores, co-vectores (1-formas) e tensores

Considere uma curva γ numa variedade M, n-dimensional (i.e. um espaço localmente

difeomórfico a R
n). A curva é parametrizada por λ e é descrita num sistema arbitrário de

coordenadas, pelas relaçoes xα(λ) - Fig. 3.1.

Queremos calcular a razão a que varia uma funçao escalar f(xα) ao longo desta curva:

df

dλ
=

∂f

∂xα

dxα

dλ
= f,αu

α . (3.1.1)

Com este procedimento introduzimos dois tipos de objectos na variedade:

uα ≡ dxα

dλ
é um vector em todos os pontos tangentes a γ , (3.1.2)

f,α ≡
∂f

∂xα
é um co-vector, o gradiente de f . (3.1.3)
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M
γ

R
n

xα(λ)

Figura 3.1: Uma curva γ, com parâmetro λ, numa variedadeM. Um sistema coordenado
xα(λ) é um mapa de uma parte deM para uma parte de R

n.

Numa transformação arbitrária do sistema de coordenadas

xα −→ xα′

, (3.1.4)

estes objectos transformam-se da seguinte maneira:

f,α′ =
∂f

∂xα′
=

∂f

∂xα

∂xα

∂xα′
=

∂xα

∂xα′
f,α , (3.1.5)

uα′

=
dxα′

dλ
=

∂xα′

∂xα

dxα

dλ
=

∂xα′

∂xα
uα . (3.1.6)

Estas equações mostram que df/dλ é invariante, isto é:

f,α′ uα′

= f,α uα . (3.1.7)

Qualquer objecto Aα que se transforme como uα, numa transformação de coordenadas, i.e.

Aα′

=
∂xα′

∂xα
Aα , (3.1.8)

será denominado de um vector. Analogamente, qualquer objecto pα que se transforme com

f,α numa transformação de coordenadas, i.e.

pα′ =
∂xα

∂xα′
pα , (3.1.9)

será denominado por co-vector ou vector dual ou 1-forma. O facto de vectores e co-vectores

se transformarem inversamente sob a mesma transformação de coordenadas garante que a

contracção Aαpα é invariante; denomina-se por isso um escalar.
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Generalizando estas definições, um tensor do tipo
(

n
m

)
é um objecto T α...β

γ...δ que se

transforma como

n ı́ndices contra-variantes

T

︷ ︸︸ ︷

α′...β′

γ′...δ′
︸︷︷︸

=
∂xα′

∂xα
...

∂xβ′

∂xβ

∂xγ

∂xγ′
...

∂xδ

∂xδ′
T α...β

γ...δ , (3.1.10)

m ı́ndices co-variantes

numa transformação de coordenadas. Note-se que a ordem dos ı́ndices é importante. Em

geral

T β...α
γ...δ 6= T α...β

γ...δ . (3.1.11)

Note-se ainda que, por definição, tensores do tipo:

(

1
0

)

são vectores,

(

0
1

)

são co-vectores,

(

0
0

)

são escalares.

Um tensor especial é o tensor métrico, ou métrica, gαβ, (do tipo
(

0
2

)
e simétrico na troca

dos 2 ı́ndices), que é usado para definir o produto interno entre 2 vectores. A métrica é

também a quantidade que representa os potenciais gravitacionais em Relatividade Geral.

A métrica e a sua inversa (gαβ, também simétrico) definem mapas naturais entre o

espaço de vectores e co-vectores:

Vector Aα −→ co-vector Aα = gαβA
β

Co-vector pα −→ vector pα = gαβAβ

Este mapa corresponde a um procedimento de descer ou subir ı́ndices. Note-se que a

métrica inversa é definida pelas relações:

gαµgµβ = δαβ . (3.1.12)
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Exerćıcio 3.1: Transformação da métrica de coordenadas Cartesianas

para polares. O elemento de linha em R
2, escrito em coordenadas Cartesianas é

ds2 = dx2 + dy2 = gijdx
idxj , {xi} = {x, y} . (3.1.13)

Ou seja

gij =




1 0

0 1



 . (3.1.14)

Observe que este elemento de linha é apenas uma expressão infinitesimal do teorema

de Pictágoras. Usando a transformação de coordenadas:

{xi} ≡ {x, y} −→ {xi′} ≡ {ρ, φ} com







x = ρ cosφ ,

y = ρ sinφ ,
(3.1.15)

obtenha o elemento de linha em coordenadas polares:

ds2 = gi′j′dx
i′dxj′ , {xi′} = {ρ, φ} . (3.1.16)

Resolução: Pela regra de transformação tensorial

gi′j′ =
∂xi

∂xi′

∂xj

∂xj′
gij , (3.1.17)

ou seja

gρρ =
∂xi

∂ρ

∂xj

∂ρ
gij =

(
∂x

∂ρ

)2

+

(
∂y

∂ρ

)2

= cos2 φ+ sin2 φ = 1 , (3.1.18)

gρφ =
∂xi

∂ρ

∂xj

∂φ
gij =

(
∂x

∂ρ

)(
∂x

∂φ

)

+

(
∂y

∂ρ

)(
∂y

∂φ

)

= −ρ cos φ sinφ+ ρ cosφ sinφ = 0 ,

(3.1.19)

gφφ =
∂xi

∂φ

∂xj

∂φ
gij =

(
∂x

∂φ

)2

+

(
∂y

∂φ

)2

= ρ2 sin2 φ+ ρ2 cos2 φ = ρ2 . (3.1.20)

Logo

ds2 = gi′j′dx
i′dxj′ = dρ2 + ρ2dφ2 . (3.1.21)
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M

γ

P
uα(P)

TP(M)

Figura 3.2: O vector tangente à curva γ no ponto P, “vive” no espaço tangente a M no
ponto P, denotado TP(M).

Os tensores são objectos matemáticos que não estão definidos na variedade. Para

ilustrar este factor reconsideremos o vector uα tangente à curva γ - Fig. 3.2. Esta figura

torna claro que o vector uα pertence ao plano tangente à variedade no ponto P e não à

variedade propriamente dita. Este plano tangente, denotado TP(M), constitui o espaço

vectorial a que pertence o vector uα. Em particular, este espaço vectorial tem uma base, e

essa base, em geral, muda de ponto para ponto, mesmo se a variedade for plana. A única

excepção é o caso em que a base vectorial escolhida é a Cartesiana, que tem a propriedade

de ser invariante de ponto para ponto - Fig. 3.3.

Analogamente, tensores em P podem ser considerados como pertencendo a um produto

tensorial de cópias do plano tangente (ou, no caso de co-vectores, do plano co-tangente).

Decorre desta observação que tensores em P (do mesmo tipo) podem ser adicionados ou

subtraidos e o resultado é ainda um tensor. Contudo, um tensor em P e outro tensor (do

mesmo tipo) em outro ponto Q não podem ser combinados de um modo tensorial porque

pertencem a planos tangentes (e como tal espaços vectoriais) diferentes. Dito de outro

modo, as suas componentes estão expressas em bases diferentes. Assim, as operações

Aα(Q)− Aα(P) , Aα(P)Bβ(Q) ,

não são operações tensoriais (isto é não são válidas em qualquer base). Para ilustrar

este facto considerarmos a primeira destas operações, Aα(Q) − Aα(P), e o exemplo da

Carlos Herdeiro



68 Noções fundamentais (e pragmáticas) de geometria diferencial

Q

P

y

x

uy(Q)

ux(Q)

A(Q)

A(P)
uy(P)

ux(P)

y

x

uρ(Q)

uφ(Q)

A(Q)

A(P)
uφ(P)

uρ(P)

Q

P

Figura 3.3: Um referencial Cartesiano (x, y) em R
2 (espaço Euclideano a duas dimensões)

e dois pontos P e Q, com coordenadas (1, 0) e (0, 1), respectivamente, na base Cartesiana.
Painel da esquerda: a base vectorial Cartesiana (ux,uy) e o vector A = (1, 1) - nesta base
- em P e Q. Painel da direita: a base vectorial polar (uρ,uφ) e o vector A = (1, 1) - nesta
base - em P e Q.

Fig. 3.3. Usando a base Cartesiana, é manifesto, tanto por inspecção da figura como

subtraindo as componentes, que Aα(Q)−Aα(P) origina o vector nulo. Contudo, usando a

base polar, temos de ter cuidado: se subtrairmos (ingenuamente) Aα(Q)− Aα(P) usando
as componentes na base polar obtemos o vector nulo. Mas esta operação está errada,

na medida em que as componentes de Aα(Q) e Aα(P) se referem a duas bases vectoriais

diferentes. Este facto torna-se claro se reescrevermos estes dois vectores (do painel da

direita da Fig. 3.3) na base Cartesiana, na qual têm componentes: Aα(Q) = (−1, 1) e

Aα(P) = (1, 1) e como tal Aα(Q)−Aα(P) = (−2, 0), na base Cartesiana. Portanto, apenas

na base Cartesiana podemos somar/subtrair as componentes de vectores em diferentes

pontos (dado que a base é igual em todos os pontos).

Estas observações implicam que a diferenciação de tensores não é uma operação trivial,

dado que os tensores podem estar expressos em qualquer sistema de coordenadas. Para

definir a derivada de um tensor uma regra tem de ser estabelecida para transportar tensores

de um ponto para outro de uma variedade.
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γ P : xβ Q : xβ + dxβ

Aα(P)
Aα(Q)

Figura 3.4: Uma curva γ em torno da qual se encontra definido um campo vectorial Aα,
explicitamente ilustrado nos pontos P e Q da curva.

3.2 Derivada Covariante

Uma regra para esse propósito é o transporte paralelo. Para o definirmos consideremos

uma curva γ, o seu vector tangente uα e um campo vectorial Aα, definido na vizinhança

de γ - Fig. 3.4. Consideremos o ponto P da curva com coordenadas xβ e o ponto Q com

coordenadas xβ + dxβ . Como afirmado anteriormente a operação

dAα ≡ Aα(Q)− Aα(P)

= Aα(xβ + dxβ)−Aα(xβ)

= Aα
,βdx

β (3.2.1)

não é tensorial. Podemos verificar isto facilmente numa transformação de coordenadas:

Aα é tensor

Aα′

,β′ =
∂

∂xβ′





︷ ︸︸ ︷

∂xα′

∂xα
Aα



 =
∂xβ

∂xβ′

∂

∂xβ

(
∂xα′

∂xα
Aα

)

=
∂xβ

∂xβ′

∂xα′

∂xα
Aα

,β
︸ ︷︷ ︸

+
∂2xα′

∂xα∂xβ

∂xβ

∂xβ′
Aα

︸ ︷︷ ︸

,

Lei de transfor- termo adicional

mação tensorial

que não é uma transformação tensorial. Para obtermos um objecto tensorial, escrevemos

o operador derivada na forma

DAα = Aα
T (P)
︸ ︷︷ ︸

−Aα(P) .

vector obtido por transporte

de Aα de Q para P
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Logo, podemos escrever

DAα
︸ ︷︷ ︸

= dAα
︸︷︷︸

+δAα ⇒ δAα = Aα
T (P)−Aα(Q) ,

Aα
T (P)− Aα(P) Aα(Q)− Aα(P)

onde introduzimos δAα, que também não é uma operação tensorial. Este objecto contém

a regra do transporte paralelo que, para prosseguir, necessitamos de especificar: exigimos

que δAα seja linear tanto no campo Aµ como no deslocamento dxα; logo terá a forma

δAα = Γα
µβA

µdxβ , (3.2.2)

onde Γα
µβ são as componentes de um campo (não tensorial) denominado conexão linear. A

priori podemos especificar este campo livremente. Temos agora

DAα =
(
Aα

,β + Γα
µβA

µ
)
dxβ (3.2.3)

ou, dividindo por dλ, o incremento ao longo da curva,

DAα

dλ
= Aα

;βu
β (3.2.4)

o que define a derivada covariante do vector Aα, cujas componentes são:

Aα
;β ≡ Aα

,β + Γα
µβA

µ (3.2.5)

Outras notações comuns são

Aα
;β ≡ ∇βA

α ≡ DβA
α ;

DAα

dλ
= ∇uA

α .

O primeiro termo na derivada covariante manifesta a variação das componentes do campo

vectorial numa dada base, enquanto que o segundo termo manifesta a variação devida à

variação dos vectores da base no transporte paralelo.1

O facto que Aα
;β é um tensor permite-nos deduzir a lei de transformação da conexão.

Começamos por escrever

Γα
µβA

µ = Aα
;β − Aα

,β . (3.2.6)

1A intuição sugerida pela Fig. 3.2 é de facto enganadora. Mesmo que a variedade seja plana, se não
usarmos uma base Cartesiana, o espaço vectorial varia de ponto para ponto (porque a base varia) o que
implica a existência de uma conexão não nula.
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No novo sistema de coordenadas a equação (que é tensorial) toma a mesma forma

Aα′

;β′

Γα′

µ′β′Aµ′

=

︷ ︸︸ ︷

∂xα′

∂xα

∂xβ

∂xβ′
Aα

;β
︸︷︷︸
−Aα′

,β′

︸︷︷︸

(

✚
✚✚Aα
,β + Γα

µβA
µ
)
(

✘✘✘✘✘✘✘✘∂xβ

∂xβ′

∂xα′

∂xα
Aα

,β +
∂2xα′

∂xα∂xβ

∂xβ

∂xβ′
Aα

)

Γα′

µ′β′Aµ′

=
∂xα′

∂xα

∂xβ

∂xβ′
Γα
µβA

µ − ∂2xα′

∂xα∂xβ

∂xβ

∂xβ′
Aα . (3.2.7)

Como Aµ′

= ∂xµ′

∂xµ A
µ e Aµ é um campo vectorial arbitrário obtemos

Γα′

µ′β′

∂xµ′

∂xµ
=

∂xα′

∂xα

∂xβ

∂xβ′
Γα
µβ −

∂2xα′

∂xµ∂xβ

∂xβ

∂xβ′
. (3.2.8)

Contraindo com ∂xµ/∂xγ′

obtemos (alterando o ı́ndice mudo µ → γ nos termos do lado

direito)

Γα′

γ′β′ =
∂xα′

∂xα

∂xβ

∂xβ′

∂xγ

∂xγ′
Γα
γβ −

∂2xα′

∂xβ∂xγ

∂xβ

∂xβ′

∂xγ

∂xγ′
. (3.2.9)

Esta é a lei da transformação da conexão. O segundo termo revela a natureza não tensorial

da conexão. Há duas observações pertinentes:

• O segundo termo nesta lei (o termo não tensorial) não depende da conexão. Logo,

a diferença entre duas conexões transforma-se como um tensor. Este resultado será

usado mais tarde.

• A parte anti-simétrica da conexão, chamada torção, transforma-se como tensor.

A derivada covariante pode ser estendida a outros tipos de tensor exigindo que o ope-

rador D obedeça à regra do produto no cálculo diferencial - regra de Leibnitz. Primeiro

notamos que para uma função escalar, f ,

∂βf ≡ f,β = f;β ≡ Dβf . (3.2.10)
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Seguidamente, notamos que podemos determinar a derivada covariante de um co-vector

(por exemplo) pelo requerimento de que:

d (Aαpα)
︸ ︷︷ ︸

≡ D (Aαpα) = DAαpα + AαDpα
︸ ︷︷ ︸

LE ↑ LD

é escalar

LE: ∂β (A
αpα) dx

β =
(

✘✘✘✘Aα
,βpα + Aαpα,β

)
dxβ

LD:
(

✚
✚✚Aα
,β + Γα

µβA
µ
)
pαdx

β + (AαDβpα) dx
β

LE = LD⇒ Aαpα,βdx
β − Γα

µβA
µpαdx

β = AαDβpαdx
β

ou
Dpα
dλ

= pα;βu
β

onde pα;β = pα,β − Γµ
αβ pµ . (3.2.11)

Este procedimento generaliza-se para tensores de tipo arbitrário. Por exemplo, a derivada

covariante de um tensor de tipo
(

1
1

)
é dada por

T α
β;γ = T α

β,γ + Γα
µγT

µ
β − Γµ

βγT
α
µ . (3.2.12)

Estabelecemos assim a seguinte regra: Há uma conexão para cada ı́ndice tensorial; vem

com um sinal + (-) se o ı́ndice for contravariante (covariante).

Até este momento a conexão foi deixada arbitrária. Uma escolha especial é requerer

que a conexão seja simétrica

Γα
γβ = Γα

βγ (3.2.13)

denominada ‘compat́ıvel com a métrica’

(ou conexão métrica ou conexão de Levi-Civita)

gαβ;γ = 0 . (3.2.14)

Esta é a escolha feita para a conexão em Relatividade Geral; esta escolha implementa a

ausência de torção e o prinćıpio de equivalência de Einstein.
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Pondo

gαβ;γ + gαγ;β − gγβ;α = 0 ,

A equação (3.2.14) escreve-se explicitamente

gαβ;γ = 0⇔ gαβ,γ −✘✘✘✘✘Γµ
αγ gµβ − Γµ

βγ gαµ = 0

gαγ;β = 0⇔ gαγ,β −❳❳❳❳❳Γµ
αβ gµγ − Γµ

γβ gαµ = 0

gγβ;α = 0⇔ gγβ,α −✘✘✘✘✘Γµ
γα gµβ −❳❳❳❳❳Γµ

βα gγµ = 0 .

usando que a conexão é simétrica:

gαβ,γ + gαγ,β − gγβ,α − 2 Γµ
βγ gαµ = 0 ,

contraindo com gαµ, (γ → µ) ,

Γµ
βγ =

1

2
gµα (gαβ,γ + gαγ,β − gγβ,α) . (3.2.15)

A conexão simétrica e métrica é totalmente determinada pela métrica. Neste contexto os

Γµ
βγ denominam-se śımbolos de Christoffel. Terminamos esta secçao introduzindo termino-

logia. Um campo tensorial T α...
β... é transportado paralelamente ao longo de uma curva γ

se a sua derivada covariante ao longo da curva é nula

D T α...
β...

dλ
= uµ T α...

β...;µ = 0 . (3.2.16)

Exerćıcio 3.2: Um vector constante mas não covariantemente constante.

Considere, em coordenadas polares, um campo vectorial com componentes

A = (Aρ, Aφ) = (0, 1) . (3.2.17)

Este campo vectorial é constante? Calcule a sua derivada covariante.

Resolução: Do Exerćıcio 3.1 sabemos que a métrica em coordenadas polares é

ds2 = dρ2 + ρ2dφ2 . (3.2.18)

Carlos Herdeiro



74 Noções fundamentais (e pragmáticas) de geometria diferencial

u1

u2

φ
ρ

x

y

O

PP ′

P ′′

P ′′′

Figura 3.5: Coordenadas polares ρ, φ de um ponto P . É representado o referencial Car-
tesiano cujo eixo xx define a linha com φ = 0. A base vectorial induzida pelo sistema
coordenado é representada em P , P ′, P ′′ e P ′′′. O versor u1 é sempre radial e unitário; o
versor u2 num ponto é sempre tangente à circunferência de raio ρ que passa nesse ponto,
com o sentido em que φ cresce e com magnitude ρ. Claramente, o campo vectorial A = u2

não é constante.
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A base vectorial induzida por estas coordenadas é:

u1 = (uρ
1, u

φ
1) = (1, 0) , u2 = (uρ

2, u
φ
2) = (0, 1) = A . (3.2.19)

Em particular note-se que esta base é ortogonal mas não está normalizada:

u1·u1 = uµ
1u

ν
1gµν = 1 , u1·u2 = uµ

1u
ν
2gµν = 0 , u2·u2 = uµ

2u
ν
2gµν = r2 . (3.2.20)

Estes vectores estão representados na Fig. 3.5. A conexão em coordenadas polares tem

as seguintes componentes não nulas:

Γρ
φφ = −ρ , Γφ

φρ =
1

ρ
. (3.2.21)

Assim, as componentes não nulas da derivada covariante dos vectores da base são:

Dφu
φ
1 =

1

ρ
, Dρu

φ
2 =

1

ρ
, Dφu

ρ
2 = −ρ . (3.2.22)

A interpretação destas fórmulas é clara. Dµu
ν
i expressa a componente ν (nesta base)

da variação de ui na direcção xµ (faça uns desenhos para se convencer!).

3.3 Geodésicas

Uma curva é denominada geodésica se extremiza a distância entre 2 pontos fixos. Seja a

curva γ descrita pelas relações xα(λ) onde λ é um parâmetro arbitrário, e sejam P e Q
dois pontos nesta curva.

A distância entre P e Q ao longo desta curva é dada por

l =

∫ Q

P

√

± gαβẋαẋβdλ , (3.3.1)

onde ẋα ≡ dxα/dλ. Dentro da ráız quadrada, escolhemos o sinal positivo (negativo) se a

curva for espacial (temporal); assumimos, de momento, que a curva γ não é nula. Note-se

que a distância l é manifestamente invariante por reparametrizações da curva

λ −→ λ′(λ) . (3.3.2)
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A curva para a qual a distância l é extremizada é determinada usando o “Lagrangiano”

L(xµ, ẋµ) =
√

± gµν(x) ẋµẋν , (3.3.3)

nas equações de Euler-Lagrange

d

dλ

∂L

∂ẋµ
− ∂L

∂xµ
= 0 . (3.3.4)

Vejamos que condição espećıfica se obtém para os xα(λ) que descrevem uma geodésica:

∂L

∂ẋµ
= ± 2gµν ẋ

ν

2L
,

∂L

∂xµ
= ± gαβ,µẋ

αẋβ

2L
, (3.3.5)

d

dλ

∂L

∂ẋµ
= ±gµν ẍ

ν

L
± gµν,αẋ

αẋν

L
∓ gµν ẋ

ν

L2

dL

dλ
︸︷︷︸

. (3.3.6)

derivada total

Logo as equações de Euler Lagrange ficam

± 1

L

(

gµν ẍ
ν + gµν,αẋ

αẋν

︸ ︷︷ ︸
−1
2
gαβ,µẋ

αẋβ

)

= ±gµν ẋ
ν

L2

dL

dλ
. (3.3.7)

gµβ,αẋ
αẋβ =

1

2
(gµα,β + gµβ,α) ẋ

αẋβ

Como a geodésica nunca é nula L 6= 0 em todos os pontos. Logo multiplicamos por ±L;
contráımos ainda com gµσ

ẍσ +
1

2
gµσ (gµα,β + gµβ,α − gαβ,µ) ẋ

αẋβ = ẋσ dlnL

dλ
︸ ︷︷ ︸

. (3.3.8)

≡ k(λ)

Obtemos assim a equação das geodésicas

ẍσ + Γσ
αβẋ

αẋβ = ẋσk(λ) . (onde λ é parâmetro arbitrário) (3.3.9)

Como ẋσ = uσ é o vector tangente à curva e d/dλuσ = uα∂αu
σ esta equação pode ser

reescrita como

uα
(
∂αu

σ + Γσ
αβu

β
)
= uσk(λ) ⇔ uαDαu

σ = uσk(λ) . (3.3.10)
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Uma escolha particularmente útil de parâmetro é (a particularização do parâmetro só deve

ser feita depois da extremização):

τ = tempo próprio se a geodésica for temporal ,

s = distância própria se a geodésica for espacial .

Como dτ 2 = −gαβdxαdxβ para as geodésicas temporais;

ds2 = gαβdx
αdxβ para as geodésicas espaciais;

temos L = 1 em qualquer dos casos e logo

k =
dlnL

dλ
= 0 . (3.3.11)

Neste caso a equação das geodésicas simplifica para

ẍσ + Γσ
αβẋ

αẋβ = 0 , (onde λ é parâmetro afim) (3.3.12)

ou uαDαu
σ = 0; isto é, numa geodésica o vector tangente é transportado paralelamente (o

que por vezes é tomado como a definição de geodésica).

As equações (3.3.12) são invariantes por reparametrização da forma

λ −→ λ′ = aλ + b , a, b constantes . (3.3.13)

Parâmetros relacionados por esta transformação com s e τ são chamados parâmetros afim

(transformação afim).

É útil reparar que a equação (3.3.12) das geodésicas com parâmetro afim pode ser

recuperada usando o Lagrangiano

L′ =
1

2
gαβẋ

αẋβ , (3.3.14)

nas equações de Euler-Lagrange, o que origina um método prático para calcular as equações

das geodésicas.

Por continuidade, a forma de geral uαDαu
σ = k(λ)uσ também tem de ser válida para

as geodésicas nulas. Note-se que neste caso o parâmetro λ é necessariamente não-afim. Os

parâmetros tempo e espaço próprio, ao longo de uma geodésica nula obedecem a

dτ = 0 = ds , (3.3.15)
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o que implica que o limite nulo dos parâmetros afim temporal/espacial é singular (por

exemplo para definir velocidade dxα/dλ). No entanto a equação das geodésicas nulas pode

ainda ser transformada na forma (3.3.12) e nesse sentido encontra-se um parâmetro afim

(que não é o limite dos parâmetros afim temporal/espacial). Vejamos como. Consideramos

tα =
dxα

dλ
, que obedece a

Dtα

dλ
= ktα . (3.3.16)

Fazendo uma transformação λ∗ = λ∗(λ), queremos obter um

uα =
dxα

dλ∗ que obedeça a
Duα

dλ∗ = 0 . (3.3.17)

Trabalhamos a última equação:

0 =
Duα

dλ∗ = uβDβu
α =

dxβ

dλ∗Dβ
dxα

dλ∗

=
dxβ

dλ

dλ

dλ∗Dβ

(

dxα

dλ
︸︷︷︸

dλ

dλ∗

)

tα

Leibnitz = tβ
(

dλ

dλ∗

)2

Dβ tα + tβtα
dλ

dλ∗∂β
dλ

dλ∗

⇔ Dtα

dλ
+ tα

d

dλ
ln

dλ

dλ∗ = 0

⇔ Dtα

dλ
= −tαk(λ) onde k(λ) = − d

dλ
ln

dλ

dλ∗ .

Logo
dλ

dλ∗ = e−
∫ λ k(λ′)dλ′

, (3.3.18)

e o parâmetro “afim”é obtido como dλ∗/dλ = e
∫ λ k(λ′)dλ′

.

Resumindo: enquanto que a versão nula de uαDαu
σ = k(λ)uσ é obtida por um limite

da versão temporal/espacial, a versão nula de uαDαu
σ = 0 não é um limite da versão

temporal/espacial, dado que a parametrização é descont́ınua.

Terminamos esta secção notando que ao longo de uma geodésica com parametrização

afim (tipo tempo, espacial ou nula) a quantidade escalar

ε = uαuα ,
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é constante. Demonstração:

d

dλ
ε = (uαuα);βu

β = uα
;βuαu

β + uαuα;βu
β = 0 .

Se escolhermos tempo (espaço) próprio para λ, então ε = −1 (ε = +1). Para as geodésicas

nulas, ε = 0.

3.4 Derivada de Lie

Na secção 3.2 definimos a derivada covariante através da introdução de uma regra para

transportar um tensor de um ponto Q para um ponto vizinho P, no qual a derivada iria

ser calculada. Esta regra envolveu a introdução de uma nova estrutura na variedade: a

conexão linear. Vamos agora definir um outro tipo de derivada, a derivada de Lie, que não

necessita da introdução de qualquer estrutura adicional.

Tal como na secção 3.2 consideremos uma curva γ, o seu vector tangente uα = dxα

dλ
e

um campo vectorial Aα, definido na vizinhança de γ - Fig. 3.4. Consideremos ainda os

pontos P (coordenadas xα) e Q (coordenadas xα + dxα)

A equação x′α ≡ xα+ dxα = xα+uαdλ pode ser interpretada como uma transformação

infinitesimal de coordenadas, de xα → x′α.2 Numa tal transformação de coordenadas o

vector Aα transforma-se

A′α(x′) =
∂x′α

∂xβ
Aβ(x)

=
(
δαβ + uα

,βdλ
)
Aβ(x)

= Aα(x) + uα
,βA

β(x)dλ (3.4.1)

Por outras palavras

A′α(Q) = Aα(P) + uα
,βA

β(P)dλ . (3.4.2)

Por outro lado, Aα(Q), o valor do campo vectorial original no ponto Q pode ser expresso

2Note que neste caso é conveniente usar a notação x′α e não xα′

.
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como

Aα(Q) = Aα(x+ dx)

= Aα(x) + Aα
,β(x)dx

β

= Aα(P) + uβAα
,β(P)dλ . (3.4.3)

Em geral, A′α(Q) e Aα(Q) não serão iguais. A sua diferença define a derivada de Lie de

um vector Aα ao longo da curva γ

£uA
α(P) ≡ Aα(Q)− A′α(Q)

dλ
. (3.4.4)

Logo

£uA
α = uβAα

,β − uα
,βA

β . (3.4.5)

Esta equação não é manifestamente covariante. Contudo £uA
α é um tensor. A natureza

tensorial torna-se evidente se reescrevermos

£uA
α = uβAα

;β − uα
;βA

β

= uβ(Aα
,β +✘✘✘✘Γα

σβA
σ)− (uα

,β +✟✟✟✟Γα
σβu

σ)Aβ

= uβAα
,β − uα

,βA
β . (3.4.6)

O facto de que a derivada de Lie se pode definir sem recorrermos a uma conexão linear

mostra que esta é uma operação mais ”primitiva”que a derivada covariante.

A definição de derivada de Lie estende-se a todo o tipo de tensores. Para escalares

£uf =
df

dλ
= f,αu

α = f;αu
α . (3.4.7)

Para co-vectores, repetindo os mesmos passos obtemos

£u pα = pα,β uβ +
︸︷︷︸

uβ
,α pβ (3.4.8)

tinha de ser + para as conexões

cancelarem ao covariantizar

= pα;β uβ + uβ
;α pβ .
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Para um tensor do tipo
(

1
1

)

£u T α
β = T α

β,µ uµ − uα
,µ T µ

β + uµ
,β T α

µ

= T α
β;µ uµ − uα

;µ T µ
β + uµ

;β T α
µ . (3.4.9)

As restantes generalizações são óbvias. A derivada de Lie como qualquer derivada,

obedece à regra de Leibnitz do cálculo diferencial:

£u(A
αpβ) = (£uA

α)pβ + Aα(£upβ) . (3.4.10)

Um campo tensorial T α...
β... é Lie transportado ao longo de uma curva γ se a sua derivada

de Lie ao longo dessa curva é zero:

£uT
α...

β... = 0 , (3.4.11)

onde uα é o vector tangente a γ. Suponha que se escolhem coordenadas de modo a que

x1, x2 e x3 são todos constantes em γ, enquanto que x0 = λ varia γ. Nesse sistema de

coordenadas3

uα =
dxα

dλ

∗
= δα0 . (3.4.12)

Logo uα
,β

∗
= 0 e como tal

£uT
α...

β... = T α...
β...,µ uµ ∗

=
∂

∂x0
T α...

β... . (3.4.13)

Assim, se um tensor for Lie transportado ao longo de γ, as componentes do tensor são

todas independentes de x0 no sistema coordenado usado. Este resultado é sintetizado no

seguinte teorema:

Se £uT
α...

β... = 0, isto é, se um tensor é Lie transportado ao longo de uma curva γ
com vector tangente uα, então um sistema coordenado pode ser constrúıdo tal que

uα ∗
= δα0 e T α...

β...,0
∗
= 0 . (3.4.14)

3A notação
∗
= significa igual no sistema de coordenadas especificado.
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Reciprocamente, se num dado sistema de coordenadas as componentes de um tensor não

dependem de uma coordenada particular x0 então a derivada de Lie do tensor na direcção

uα (uα ∗
= δα0 ) é zero.

Vemos deste modo que a derivada de Lie é a maneira natural de expressar covariantemente

a invariância de um tensor numa certa direcção.

3.5 Vectores de Killing

Se, num dado sistema de coordenadas, as componentes da métrica não dependerem de x0,

então, pelo teorema anterior,

£ξ gαβ = 0 , ξα
∗
= δα0 . (3.5.1)

O vector ξα é denominado um vector de Killing e define uma isometria. A condição para

ξα ser Killing é, explicitamente

0 = £ξ gαβ = ξα;β + ξβ;α . (3.5.2)

Portanto o tensor
(

0
2

)
ξα;β é antisimétrico se ξα é Killing.

Os vectores de Killing podem ser usados para encontrar constantes do movimento as-

sociadas ao movimentos geodésico. Suponhamos que uα é tangente a uma geodésica com

parâmetro afim λ. Logo

d

dλ
(uαξα) = (uαξα);β uβ

= uα
;βu

βξα
︸ ︷︷ ︸

+ ξα;βu
αuβ

︸ ︷︷ ︸
= 0 . (3.5.3)

zero porque zero porque

é geodésica é Killing

Logo uαξα é constante ao longo da geodésica.

Consideremos um exemplo: o elemento de linha de um espaço-tempo estático e com

simetria esférica:

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2dΩ2 , (3.5.4)
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onde dΩ2 denota o elemento de linha da 2-esfera:

dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 . (3.5.5)

Como a métrica não depende de t ou φ os vectores

ξα(t) =
∂xα

∂t
= δαt ; ξα(φ) =

∂xα

∂φ
= δαφ . (3.5.6)

são vectores de Killing. As quantidades

Ẽ = −uα ξα(t) ; L̃ = uα ξα(φ) (3.5.7)

são constantes ao longo de uma geodésica com vector tangente uα. Se a geodésica for

temporal e uα for a 4-velocidade de uma part́ıcula que se move ao longo da geodésica,

então Ẽ e L̃ são interpretados, respectivamente, como energia e momento angular por

unidade de massa. Note-se que o facto de existir simetria esférica implica a existência de

outros 2 vectores de Killing adicionais:

ξα(1)∂α = sinφ ∂θ + cot θ cosφ ∂φ , (3.5.8)

ξα(2)∂α = − cosφ ∂θ + cot θ sinφ ∂φ . (3.5.9)

Exerćıcio 3.3: Mostre que os vectores anteriores são de facto vectores de Killing

na 2-esfera, S2 com elemento de linha (3.5.5).

Resolução: Considerando gµνdx
µdxν = dθ2 + sin2 θ dφ2:

(£ξ(1)g)αβ = 0 ⇔ gαβ,µ ξµ(1) + gµβ ξµ(1),α + gαµ ξµ(1),β = 0 ; (3.5.10)

Esta equação tem 3 componentes correspondendo a αβ=

{
θθ

φφ

θφ
.
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Estas três componentes são, respectivamente:

• ✘✘✘✘✘✿0
gθθ,µ ξµ(1) +✘✘✘✘✘✿0

gµθ ξµ(1),θ +✘✘✘✘✘✿0
gθµ ξµ(1),θ = 0 ;

• gφφ,θ sinφ+ 2gφφ cot θ(− sin φ) = 0 ⇔

2 sin θ cos θ sinφ+ 2 cos θ sin θ(− sinφ) = 0 ;

• gθθ ξθ(1),φ + gφφ ξφ(1),θ = 0 ⇔

cosφ+ sin2 θ(− 1

sin2 φ
) cosφ = 0 ,

como queriamos demonstrar. O cálculo para ξµ(2) é analogo.

Se adicionarmos a estes dois vectores de Killing na 2-esfera aquele já observado anteri-

ormente devido à métrica não depender de φ,

ξα(φ) ∂α = ξα(3) ∂α = ∂φ (3.5.11)

Podemos agora calcular a álgebra de Lie dos vectores de Killing, através do cálculo dos

respectivos comutadores:

[ξ(1) , ξ(2)] = [sin φ ∂θ + cot θ cosφ ∂φ , − cosφ ∂θ + cot θ sinφ ∂φ]

= −sin
2 φ

sin2 θ
∂φ +✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭

cot θ cosφ sinφ ∂θ + cot2 θ cos2 φ ∂φ

−cos
2 φ

sin2 θ
∂φ −✭✭✭✭✭✭✭✭

cot θ sin φ cosφ ∂θ + cot2 θ sin2 φ ∂φ

= −∂φ = −ξ(3) ; (3.5.12)

[
ξ(2) , ξ(3)

]
= [− cos φ ∂θ + cot θ sinφ ∂φ , ∂φ]

= − sin φ ∂θ − cot θ cosφ ∂φ = −ξ(1) ; (3.5.13)

[
ξ(3) , ξ(1)

]
= [∂φ, sinφ ∂θ + cot θ cos φ ∂φ]

= cosφ ∂θ − cot θ sin φ ∂φ = −ξ(2) . (3.5.14)
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Logo [ξ(1) , ξ(2)] = −εijk ξ(k). Esta álgebra de Lie corresponde ao grupo de Lie denotado

SO(3), que é o grupo das rotações em 3 dimensões espaciais. O grupo obtido pela álgebra

dos vectores de Kiiling define o grupo de isometria de uma variedade.

3.6 Planura local

Para um dado ponto P numa variedade é sempre posśıvel encontrar um sistema de coor-

denadas xα′

tal que

gα′β′(P) = ηα′β′ , Γα′

β′γ′(P) = 0 , (3.6.1)

onde ηα′β′ = diag(−1, 1, 1, 1) é a métrica de Minkowski. Este sistema de coordenas

denominam-se o referencial localmente de Lorentz em P (no caso Lorentziano) ou sistema

de coordenadas normais (no caso Euclideano). Mas notemos desde já que não é posśıvel,

anular simultaneamente as derivadas da conexão em P, Γα′

β′γ′(P), quando o espaço tempo

for curvo.

Este resultado, denominado teorema da planura local, tem a seguinte interpretação

f́ısica: os observadores em queda livre não observam força grav́ıtiva no seu referencial

(Γα′

β′γ′(P) = 0) e observam uma f́ısica localmente igual àquela que observam no espaço

de Minkowski (gα′β′(P) = ηα′β′), como referido pelo prinćıpio de equivalência de Einstein.

As forças de maré, contudo, que são dadas pelas derivadas da conexão, não podem ser

anuladas; como já foi referido várias vezes, elas são a verdadeira assinatura da gravidade.

Demonstramos agora o teorema em dois passos:

1) Seja xα um sistema coordenado arbitrário e assumimos, sem perda de generalidade,

que P está na origem quer do sistema xα quer do sistema xα′

. Assim sendo, as

coordenadas em ambos os sistemas de um ponto próximo de P estão relacionadas

por

xα′

= Aα′

β xβ +O(x2) , xα = Aα
β′ xβ′

+O(x′2) , (3.6.2)

onde Aα′

β e Aα
β′ são matrizes constantes que são também a inversa uma da outra

Aα′

µ Aµ
β′ = δα

′

β′ . Aα
µ′ A

µ′

β = δαβ . (3.6.3)
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Sob esta transformação a métrica fica

gα′β′(P) =
∂xα

∂xα′

︸︷︷︸

∂xβ

∂xβ′

︸︷︷︸

gαβ(P) . (3.6.4)

Aα
α′ Aβ

β′

Vamos requerer que o lado esquerdo seja ηα′β′. Isto dá-nos 10 equações para as 16

componentes incógnitas da matriz Aα
α′ . Logo o sistema está subdeterminado; uma

solução pode sempre ser encontrada que deixa ainda 6 componentes por determinar.

Esta liberdade corresponde à liberdade de fazer transformações de Lorentz (3 rotações

e 3 boosts) o que não altera a forma da métrica de Minkowski.

O resultado estabelecido, que a métrica pode ser transformada, num ponto, na

métrica de Minkowski, é de facto um caso particular de um bem conhecido resultado

em álgebra matricial conhecido como a lei da inércia de Sylvester, que passamos a

rever. Seja g uma matriz quadrada, real e simétrica de ordem n. Qualquer matriz

não-singular A, de ordem n, transforma g numa outra matriz simétrica g′, equiva-

lente e da mesma ordem n: g → g′ = AgAT . Observe-se que esta é exactamente a

equação (3.6.4). A lei da inércia estabelece que uma matriz simétrica g pode sempre,

por este processo, ser transformada numa matriz diagonal equivalente com entradas

0, 1 e -1 na diagonal, e que o número de entradas diagonais de cada um destes tipos

é um invariante de g (não depende de A). O número de zeros, denotado n0, é igual

à dimensão do kernel de g. O número de +1 (-1) denotado n+(n−) é denominado o

ı́ndice positivo (negativo) de inércia. A assinatura de g é definida como sendo

assinatura (g) ≡ n+ − n− , (3.6.5)

e é um invariante de g. Em relatividade geral em quatro dimensões trabalha-se com

assinatura(g) = 2.

2) Suponhamos que uma escolha particular foi feita para Aα
α′. Aα′

α é obtida invertendo

Aα
α′ e a transformação de coordenadas para as coordenadas normais fica definida em
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1a ordem. Consideremos esta transformação em 2a ordem

xα′

= Aα′

β xβ +
1

2
Bα′

βγ xβ xγ +O(x3) , (3.6.6)

onde os coeficientes (constantes) Bα′

βγ são simétricos nos ı́ndices inferiores. Recorde-

mos que numa transformação de coordenadas a conexão linear se transforma como

Γα′

γ′β′

︸︷︷︸
=

∂xα′

∂xα
︸︷︷︸

∂xβ

∂xβ′

︸︷︷︸

∂xγ

∂xγ′

︸︷︷︸

Γα
γβ −

∂2xα′

∂xγ∂xβ
︸ ︷︷ ︸

∂xβ

∂xβ′

︸︷︷︸

∂xγ

∂xγ′

︸︷︷︸

. (3.6.7)

em P → Aα′

α Aβ
β′ Aγ

γ′ Bα′

γβ Aβ
β′ Aγ

γ′

Como queremos Γα′

γ′β′(P ) = 0 temos

Aα′

αA
β
β′A

γ
γ′ Γ

α
γβ(P ) = Bα′

γβ Aβ
β′A

γ
γ′ , (3.6.8)

ou, contraindo ambos os lados da equação com Aγ′

µA
β′

ν ,

Bα′

µν = Aα′

α Γα
µν(P ) . (3.6.9)

Estas equações determinam Bα′

µν unicamente, e a transformação de coordenadas para

coordenadas normais fica conhecida até à segunda ordem. Independentemente dos

termos de ordem superior ela garante que

gα′β′(P ) = ηα′β′ Γα′

β′γ′(P ) = 0 , (3.6.10)

o que estabelece o teorema da planura local.

3.7 O determinante métrico

A quantidade
√

|g| onde g = det gαβ aparece frequentemente em geometria diferencial.

Nesta secção vamos estabelecer três importantes propriedades sobre esta quantidade.

Propriedade 1 - A quantidade

√
g

g′
onde g′ = det gα′β′ , (3.7.1)

Carlos Herdeiro



88 Noções fundamentais (e pragmáticas) de geometria diferencial

é o determinante Jacobiano (ou simplesmente Jacobiano) da transformação de coordenadas

xα → xα′

= xα′

(xα) . (3.7.2)

Demonstração da Propriedade 1 - Recordemos, do cálculo vectorial elementar, que

a matriz Jacobiana para a transformação de coordenadas (3.7.2) é ∂xα′

∂xα e o Jacobiano é

J = det
(

∂xα′

∂xα

)

. Considerando a transformação da métrica:

gα′β′ =
∂xα

∂xα′

∂xβ

∂xβ′
gαβ (3.7.3)

e tirando o determinante:

det gα′β′ = det
∂xα

∂xα′
det

∂xβ

∂xβ′
det gαβ ⇔ g′ = J−2g ⇔

√
g

g′
= J ,

o que prova a afirmação.

Propriedade 2 - A quantidade

√

|g| d4x , (3.7.4)

com |g| = −g se a métrica for Lorentziana, é um elemento de volume invariante à volta do

ponto P (arbitrário).

Demonstração da Propriedade 2 - Recordamos, do cálculo vectorial elementar, que

numa transformação de coordenadas da form (3.7.2) o elemento de volume ganha um factor

do inverso do Jacobiano

d4x = J−1d4x′ . (3.7.5)

Se inicialmente tivermos um referencial localmente de Lorentz em P (coordenadas nor-

mais), xα (tal que |g| = 1), e transformamos para um sistema de coordenadas arbitrário

xα′

, O elemento de volume 4-dimensional à volta de P é

d4x = J−1d4x′ =

√

g′

g
d4x′ =

√

|g′|d4x′ . (3.7.6)

Logo, o elemento de volume nas coordenadas arbitrárias é (3.7.4). Este resultado generaliza-

se para uma variedade de dimensão arbitrária n e com qualquer assinatura da métrica:

√

|g| dnx é um elemento de volume invariante. (3.7.7)

Carlos Herdeiro



3.7 O determinante métrico 89

Propriedade 3 - A derivada de
√

|g| verifica a relação:

Γµ
µα =

1√−g
√
−g,α . (3.7.8)

Demonstração da Propriedade 3 - Começamos por observar que

Γµ
µα =

1

2
gµν
︸︷︷︸

(gνµ,α +✘✘✘gνα,µ −✘✘✘gµα,ν
︸ ︷︷ ︸

) =
1

2
gµνgµν,α .

simétrico µ↔ ν antisimétrico µ↔ ν

Seguidamente consideremos, para uma matriz arbitrária M (não singular), a variação

de ln | detM | induzida pela variação dos elementos de M :

δ ln | detM | ≡ ln | det(M + δM)| − ln | detM |

= ln

(
det(M + δM)

detM

)

= ln(detM−1 × det(M + δM))

= ln det(M−1(M + δM))

= ln det(1 +M−1δM) . (3.7.9)

Usamos agora a identidade

det(1 + ε) = 1 + Tr ε+O(ε2) , (3.7.10)

válida para uma matriz ε cujos elementos são pequenos. Logo

δ ln | detM | ≃ ln(1 + TrM−1δM) ≃ TrM−1δM . (3.7.11)

Seguidamente aplicamos este resultado a M = gαβ:

δ ln |g| = Tr gαβδgβµ = gαβδgβα , (3.7.12)

ou, equivalentemente,

∂

∂xµ
ln |g| = gαβgαβ,µ ⇔ ∂µ|g|

|g| = gαβgαβ,µ . (3.7.13)

No caso Lorentziano, em que |g| = −g, obtemos então

∂µ
√
−g =

∂µ(−g)
2
√−g =

1

2
√−g (−g)g

αβgαβ,µ ⇔
1√−g∂µ

√
−g =

1

2
gαβgαβ,µ = Γα

αµ , (3.7.14)

Carlos Herdeiro



90 Noções fundamentais (e pragmáticas) de geometria diferencial

o que demonstra a propriedade 3.

O resultado (3.7.8) permite-nos estabelecer fórmulas da divergência convenientes para

vectores e tensores anti-simétricos:

• Para qualquer campo vectorial

Aα
;α =

1√−g (
√
−gAα),α ; (3.7.15)

de facto

Aα
;α = Aα

,α + Γα
βαA

β = Aα
,α +

1√−g∂β
√
−gAβ =

1√−g
(√
−gAα

,α + ∂α
√
−gAα

)

=
1√−g (
√
−gAα),α .

• Para qualquer campo tensorial antisimétrico:

Bαβ
;β =

1√−g (
√
−gBαβ),β ; (3.7.16)

de facto

Bαβ
;β = Bαβ

,β +
✟✟✟✟✟✟
Bµβ
︸︷︷︸

Γα
µβ
︸︷︷︸

+Bαµ Γβ
µβ
︸︷︷︸

=
1√−g
(√−gBαβ

,β + ∂µ
√−gBαµ

)

.

antisimétrico simétrico
1√−g∂µ

√−g

Nota 1: Uma fórmula análoga aplica-se a campos tensoriais anti-simétricos de rank

mais elevado, Bα1...αn = B[α1...αn]:

Bα1...αn
;αn

=
1√−g (

√−g Bα1...αn),αn . (3.7.17)

Observe-se que estes campos tensoriais só existem se

dim espaço-tempo ≥ n .

Nota 2: Para um campo tensorial simétrico Aαβ = A(αβ):

1√−g (
√
−gAαβ),β 6= Aαβ

;β . (3.7.18)

As fórmulas (3.7.15), (3.7.16) e (3.7.17) são maneiras muito práticas de calcular di-

vergências.

Carlos Herdeiro



3.8 O tensor de Levi-Civita 91

3.8 O tensor de Levi-Civita

O śımbolo de permutações [α β γ δ], definido por

[α β γ δ]=

{
+1 se αβγδ é uma permutação par de 0123
−1 se αβγδ é uma permutação ı́mpar de 0123
0 se 2 ı́ndices são iguais

é uma quantidade não tensorial muito útil. Por exemplo, pode ser usada para definir o

determinante de uma matriz

det[Mµν ] = [α β γ δ] M0α M1β M2γ M3δ

= [α β γ δ] Mα0 Mβ1 Mγ2 Mδ3 . (3.8.1)

Ambas as igualdades podem ser estabelecidas por cálculo directo. Note-se que as duas

igualdades anteriores estabelecem a bem conhecida igualdade que

det[Mβα] = det[Mαβ ] . (3.8.2)

(i.e. determinante invariante na troca de linhas por colunas)

Mostramos agora que a combinação

εαβγδ =
√−g [α β γ δ] , (3.8.3)

é um tensor: o tensor de Levi-Civita.

Para demonstrar este facto, começamos por considerar a quantidade:

[α β γ δ]
∂xα

∂xα′

∂xβ

∂xβ′

∂xγ

∂xγ′

∂xδ

∂xδ′
; (3.8.4)

ela é completamente anti-simétrica nos ı́ndices com linha. Logo tem de ser proporcional a

[α′ β ′ γ′ δ′] (dado que só tem 1 grau de liberdade em quatro dimensões):

[α β γ δ]
∂xα

∂xα′

∂xβ

∂xβ′

∂xγ

∂xγ′

∂xδ

∂xδ′
= λ[α′ β ′ γ′ δ′] , (3.8.5)

onde λ é o factor de proporcionalidade. Para determinarmos λ consideremos o caso parti-

cular

α′ β ′ γ′ δ′ = 0 1 2 3 ⇒ [α′ β ′ γ′ δ′] = 1 ;
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para esta caso (3.8.5) fica

λ = [α β γ δ]
∂xα

∂x0′

∂xβ

∂x1′

∂xγ

∂x2′

∂xδ

∂x3′

︸ ︷︷ ︸

. (3.8.6)

det

(
∂xα

∂xα′

)

= J−1
︸︷︷︸

=

√

g′

g

Jacobiano da

transformação

Logo

√
−g [α β γ δ]

∂xα

∂xα′

∂xβ

∂xβ′

∂xγ

∂xγ′

∂xδ

∂xδ′
=
√

−g′ [α′ β ′ γ′ δ′] . (3.8.7)

Isto estabelece que, de facto, εαβγδ se transforma como um tensor do tipo
(

0
4

)
.

Notemos que esta demonstração poderia ter começado com a relação

[α β γ δ]
∂xα′

∂xα

∂xβ′

∂xβ

∂xγ′

∂xγ

∂xδ′

∂xδ
= λ′[α′ β ′ γ′ δ′] . (3.8.8)

o que teria levado, analogamente, à à conclusão que λ′ =
√

g
g′
.

Logo

1√−g [α β γ δ]
∂xα′

∂xα

∂xβ′

∂xβ

∂xγ′

∂xγ

∂xδ′

∂xδ
=

1√−g [α′ β ′ γ′ δ′] . (3.8.9)

Definindo

εαβγδ = − 1√−g [α β γ δ] , (3.8.10)

verificamos que εαβγδ se transforma como um tensor
(

4
0

)
.

Este também é o tensor de Levi-Civita, obtido de εαβγδ subindo os 4 ı́ndices; isto é

εαβγδ = gαµ gβν gγλ gδρ εµνλρ . (3.8.11)

Escolhendo α β γ δ = 0 1 2 3

ε0123 = − 1√−g [µ ν λ ρ] g0µ g1ν g2λ g3ρ

= − 1√−g g =
√
−g , (3.8.12)

que é compat́ıvel com (3.8.3) e explica o sinal ‘menos’ na definição (3.8.10).

O tensor de Levi-Civita é de grande utilidade em geometria diferencial.
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3.9 Curvatura

O tensor de Riemann (ou tensor de curvatura) pode ser definido pela relação

[Dβ, Dα]A
µ ≡ −Rµ

ναβ Aν , (3.9.1)
︷ ︸︸ ︷

Aµ
;αβ −Aµ

;βα

para qualquer campo vectorial Aµ. Calculemos explicitamente o lado esquerdo desta

equação:

Aµ
;αβ = ∂β(A

µ
;α) + Γµ

σβA
σ
;α − Γσ

αβA
µ
;σ

= ∂β∂αA
µ + ∂β(Γ

µ
σαA

σ) + Γµ
σβ(∂αA

σ + Γσ
ταA

τ )− Γσ
αβ(∂τA

µ + Γµ
τσA

τ )

= ∂β∂αA
µ

︸ ︷︷ ︸
+Γµ

σα,βA
σ + Γµ

σα∂βA
σ + Γµ

σβ∂αA
σ

︸ ︷︷ ︸
+Γµ

σβΓ
σ
ταA

τ − Γσ
αβ(∂τA

µ + Γµ
τσA

τ )
︸ ︷︷ ︸

;

simétrico α↔ β simétrico α↔ β simétrico α↔ β

os termos simétricos na troca de α com β desaparecem na subtração Aµ
;αβ −Aµ

;βα. Logo

Aµ
;αβ − Aµ

;βα = Γµ
σα,βA

σ + Γµ
σβΓ

σ
ταA

τ − Γµ
σβ,αA

σ − Γµ
σαΓ

σ
τβA

τ

= (Γµ
να,β − Γµ

νβ,α + Γµ
σβΓ

σ
να − Γµ

σαΓ
σ
νβ)A

ν .

Logo, pela definição (3.9.2), obtemos uma expressão para o tensor de Riemann em termos

da conexão (note-se que esta expressão assumiu a conexão de Levi-Civita):

Rµ
ναβ = Γµ

νβ,α − Γµ
να,β + Γµ

σαΓ
σ
νβ − Γµ

σβΓ
σ
να . (3.9.2)

Por definição o tensor de Riemann é anti-simétrico nos últimos 2 ı́ndices. As suas

restantes propriedades de simetria dependem da escolha da conexão. Para o caso da

conexão de Levi-Civita (3.9.2), estas propriedades podem ser obtidas através da forma do

tensor de Riemann num referencial localmente de Lorentz. Nesse referencial, no ponto P

gµν(P) = ηµν , Γα
µν,α(P) = 0 , mas Γα

µν(P) 6= 0 ;

Rµ
ναβ

∗
=

1

2
(gµσ(gσν,β + gσβ,ν − gνβ,σ)),α − α↔ β

=
1

2
(gµσ(gσν,β + gσβ,ν − gνβ,σ)),α − α↔ β ;
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logo, eliminando os termos simétricos na troca de α com β obtemos a expressão

Rσναβ
∗
=

1

2
(gσβ,να − gνβ,σα − gσα,νβ + gνα,σβ) . (3.9.3)

Esta forma implica as seguintes relações tensoriais (e portanto válidas em qualquer sistema

de coordenado)

anti-simétrico na troca

dos elementos do 2o par

Rσναβ =
︸︷︷︸
−Rνσαβ

︷︸︸︷
= −Rσνβα =

︸︷︷︸
Rαβσν . (3.9.4)

anti-simétrico na troca simétrico na troca do

dos elementos do 1o par 1o par com o 2o par

Uma outra simetria menos óbvia é:

Rσναβ +Rσβνα +Rσαβν = 0 , (3.9.5)

que são as Primeiras identidades de Bianchi. Para as demonstrar basta expandir a última

equação em termos de (3.9.3):

✘✘✘✘gσβ,να −❳❳❳❳gνβ,σα − //gσα,νβ +✘✘✘✘❳❳❳❳gνα,σβ

+ //gσα,βν −✘✘✘✘✿gβα,σν − /////gσν,βα +❳❳❳❳gβν,σα

+ /////gσν,αβ −✘✘✘✘❳❳❳❳gαν,σβ −✘✘✘✘gσβ,αν +✘✘✘✘✿gαβ,σν = 0 .

Existem também as segundas identidades de Bianchi:

Rσµνα;β +Rσµβν;α +Rσµαβ;ν = 0 , (3.9.6)

cuja demonstração é (no referencial localmente de Lorentz) exactamente análoga à anterior.

O tensor de Riemann, definido como

[Dβ, Dα]A
µ = Rµ

νβαA
ν , (3.9.7)

obedece ainda a

pµ;αβ − pµ;βα = Rν
µαβ pν ⇔ [Dβ, Dα] pµ = −Rν

µβα pν , (3.9.8)
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para um co-vector arbitrário e também a

T µ
ν;αβ − T µ

ν;βα = −Rµ
λαβ T λ

ν +Rλ
ναβ T µ

λ , (3.9.9)

para um tensor
(

1
1

)
arbitrário. A generalização para tensores de Rank mais elevado deverá

ser óbvia. O número de termos com o tensor de Riemann do lado direito é igual ao número

de ı́ndices tensoriais.

Contracções não nulas do tensor de Riemann produzem o tensor de Ricci,

Rαβ = Rµ
αµβ , (3.9.10)

que é um tensor simétrico na troca α ↔ β : Rαβ = Rβα e pode ser visto como o traço do

tensor de Riemann. O traço do tensor de Ricci, por sua vez, é o escalar de Ricci

R = Rµ
µ , Rµ

µ = gµαRµα . (3.9.11)

O tensor de Einstein é definido por

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR , (3.9.12)

que também é um tensor simétrico. Este tensor tem divergência nula

Gµν
;ν = 0 , (3.9.13)

por virtude das segundas identidades de Bianchi. De facto, contraindo com (3.9.6) com

gσν

Rµα;β − Rµβ;α +Rν
µαβ;ν = 0 . (3.9.14)

Contraindo agora com gµβ obtemos

Rβ
α;β −R;α +Rν

α;ν = 0 ⇔ 2Rβ
α;β −R;α = 0 ⇔ Rβ

α;β −
1

2
(R δβα);β = 0

⇔ (Rβ
α −

1

2
R δβα);β = 0 ⇔ Gβ

α;β = 0 . (3.9.15)

As equações de Einstein (equações do campo grav́ıtico da Relatividade Geral) são:

Gαβ =
8πG

c4
T αβ , (3.9.16)
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(usualmente tomam-se unidades em que G = 1 = c) e relacionam a curvatura do espaço

tempo (representada pelo tensor de Einstein) com a distribuição de matéria/energia-

momento (representada pelo tensor de energia-momento). O facto do tensor de Einstein

obedecer a Gµν
;ν = 0 implica que T µν

;ν = 0, que é a expressão tensorial da conservação de

momento e energia. A equação Gµν
;ν = 0 implica também que, das 10 equações de Einstein

(3.9.16) apenas 6 são independentes. Como a métrica é um tensor 4× 4 simétrico, tem 10

componentes independentes que as equações de Einstein determinam a menos de 4 funções

arbitrárias que manifestam a nossa completa liberdade em escolher o sistema coordenado.

Notemos ainda que, contraindo (3.9.16) com gαβ

gαβ Gαβ = R− 1

2
× 4× R

︸ ︷︷ ︸

= 8π T αβgαβ
︸ ︷︷ ︸

−R ≡ T traço do tensor de momento-energia

⇒ Gαβ = Rαβ −
1

2
gαβR = Rαβ +

1

2
gαβ(8π T ) . (3.9.17)

Logo as equações de Einstein (3.9.16) podem ser reescritas

Rαβ = 8π(Tαβ −
1

2
gαβT ) . (3.9.18)

No vácuo (Tαβ = 0), portanto, as equações de Einstein reduzem-se à afirmação geométrica

Rαβ = 0 . (3.9.19)

Variedades que obedecem a esta restrição dizem-se Ricci-planas.

3.10 Desvio geodésico

O significado geométrico do tensor de Riemann pode ser ilustrado examinando o compor-

tamento de 2 geodésicas vizinhas.

Consideremos duas part́ıculas em trajectórias geodésicas vizinhas

xµ(τ) , xµ(τ) + δxµ(τ) , τ → parâmetro afim . (3.10.1)

As respectivas equações geodésicas são:
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





1) ẍµ(τ) + Γµ
αβẋ

αẋβ = 0

2) ẍµ(τ) + δẍµ(τ) + Γµ
αβ(x+ δx)
︸ ︷︷ ︸

(ẋα + δẋα)(ẋβ + δẋβ)
︸ ︷︷ ︸

= 0
,

≃ (Γµ
αβ(x) + Γµ

αβ,γ(x)δx
γ) ≃ (ẋα + ẋβ + 2ẋαδẋβ)

onde as chavetas exibem termos até à ordem linear em δx e δẋ. Esta é a ordem em que

iremos trabalhar. Subtraindo 2) - 1) obtemos

δẍµ + 2 Γµ
αβ ẋαδẋβ + Γµ

αβ,γ δxγẋαẋβ = 0 . (3.10.2)

Esta equação está escrita em termos da segunda derivada parcial de δxµ. Queremos

reescreve-la em termos da segunda derivada covariante. Para obtermos isso, recordamos

que, para um vector arbitrário V µ

DαV
µ = ∂αV

µ + Γµ
βαV

β . (3.10.3)

Contraindo com ẋµ que é o vector tangente à geodésica de referência obtemos

DV µ

dτ
=

dV µ

dτ
+ Γµ

βαV
βẋα . (3.10.4)

Note-se que D/dτ ≡ ẋαDα e d/dτ ≡ ẋα∂α. A segunda derivada covariante de V µ é:

Dβ

(
DV µ

dτ

)

= ∂β

(
DV µ

dτ

)

+ Γµ
σβ

DV σ

dτ

(3.10.4)
= ∂β

(
dV µ

dτ
+ Γµ

σα V σẋα

)

+ Γµ
σβ

(
dV σ

dτ
+ Γσ

ργ V ρẋγ

)

. (3.10.5)

Contraindo novamente com ẋβ temos

D2 V µ

dτ 2
=

d2 V µ

dτ 2
+ Γµ

σα,β ẋβ ẋαV σ + Γµ
σα

dV σ

dτ
ẋα

+ Γµ
σα V σẍα + Γµ

σβ

dV σ

dτ
ẋβ + Γµ

σβ Γσ
ργ ẋγ ẋβV ρ . (3.10.6)
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Para aplicarmos este resultado ao nosso caso de interesse consideramos4 V µ = δxµ; logo

− Γµ
αβ,σ δxσẋαẋβ → por (3.10.2)

D2 δxµ

dτ 2
=

︷ ︸︸ ︷

δẍµ + 2 Γµ
αβ δẋαẋβ +Γµ

σα,β δxσẋαẋβ

+ Γµ

α✁βρ
ẍα
︸︷︷︸

δx✁βρ + Γµ
σβ Γσ

ργ ẋγẋβδxρ (3.10.7)

− Γα
γβ ẋγ ẋβ pela equação das geodésicas

⇔ D2 δxµ

dτ 2
= (Γµ

✁σ✁αργ,β
− Γµ

✁αγβ,✁σρ
) δx✁σρẋ✁αγẋβ + (Γµ

σβ Γσ
ργ − Γµ

αρΓ
α
γβ) ẋ

γ ẋβδxρ

= (Γµ
ργ,β − Γµ

γβ,ρ + Γµ
σβ Γσ

ργ − Γµ
αρ Γα

γβ) ẋ
γ ẋβδxρ . (3.10.8)

Logo

D2 δxµ

dτ 2
= −Rµ

γρβ ẋγ ẋβδxρ , (3.10.9)

que é a equação do desvio geodésico. Esta derivação torna manifesta que a equação de

desvio geodésico só é válida em primeira ordem em δxµ, δẋµ.

Como já foi referido, o desvio geodésico é a manifestação f́ısica das forças de maré. Esta

equação torna explićıto o facto de que as forças de maré são descritas, em Relatividade

Geral, pelo tensor de curvatura.

4Pode-se demonstrar que, δx se transforma como um vector, em ordem linear nesta perturbação.
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CAṔITULO 4

As equações de Einstein e os testes clássicos da Relatividade Geral

4.1 Motivação f́ısica das equações de Einstein

No último caṕıtulo introduzimos as equações de Einstein (3.9.16). Estas equações re-

lacionam contracções do tensor de curvatura com o tensor de momento-energia. Como

demonstrado na Secção 3.10, o tensor de curvatura descreve o desvio geodésico - a mani-

festação f́ısica das forças de maré. Como tal, as equações de Einstein relacionam as forças

de maré com as fontes de campo. Nesta Secção vamos ver que, de facto, uma situação

análoga já acontece em gravitação Newtoniana.

Consideremos o movimento relativo de duas part́ıculas em queda livre, em gravitação

Newtoniana. Suponhamos que temos uma famı́lia de trajectórias xi(s, t), em que s rotula a

trajectória e t é o tempo (Newtoniano) ao longo das trajectórias. O campo das velocidades

é

vi =
∂xi

∂t
, (4.1.1)

enquanto que o vector

ξi =
∂xi

∂s
, (4.1.2)

define um vector que liga trajectórias vizinhas infinitesimalmente próximas - Fig. 4.1.
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vi
vi

s1s2

ξi

Figura 4.1: Duas trajectórias vizinhas, com rótulos s1 e s2.

Observe-se que de (4.1.1) e (4.1.2) resulta que

∂vi

∂s
=

∂ξi

∂t
. (4.1.3)

Seja Φ o potencial gravitacional Newtoniano; então a equação do movimento que origina

as trajectórias anteriores será:

∂vi

∂t
= −∇iΦ . (4.1.4)

Se s2 = s1 + δs onde δs≪ 1 temos

∂vi

∂t

∣
∣
∣
s2
≃ ∂vi

∂t

∣
∣
∣
s1
+ δs

∂2vi

∂t∂s

∣
∣
∣
s1
=

∂vi

∂t

∣
∣
∣
s1
+ δs

∂2ξi

∂t2

∣
∣
∣
s1

. (4.1.5)

Observe-se que de (4.1.4): ∂vi

∂t

∣
∣
∣
s1

= −∇iΦ
∣
∣
∣
s1

e analogamente para s2. Expandindo a

segunda destas relações:

∂vi

∂t

∣
∣
∣
s2
= −∇iΦ

∣
∣
∣
s1
+

∂

∂s
(−∇iΦ) δs

︸ ︷︷ ︸

. (4.1.6)

−ξj∇j∇iΦ δs

Comparando (4.1.5) com (4.1.6) obtemos

∂2ξi

∂t2
= −ξj∇j∇iΦ (4.1.7)

≡ −Ei
j ξ

j , i = 1, 2, 3 ,
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4.1 Motivação f́ısica das equações de Einstein 101

onde introduzimos o tensor de marés Newtoniano1

Eij ≡ ∇i∇jΦ . (4.1.8)

A equação (4.1.7) pode ser comparada com a equação de desvio geodésico numa varie-

dade Riemanniana (3.10.9)

D2 δxµ

dτ 2
= −Rµ

γρβ ẋγ ẋβδxρ (4.1.9)

≡ −Eµ
ρ δxρ , α = 0, 1, 2, 3 .

Introduzimos aqui o tensor de marés eléctrico, ou parte eléctrica do tensor de Riemann:

E
µ
ρ ≡ Rµ

γρβẋ
γ ẋβ . (4.1.10)

Dado que δxµ e ξi desempenham papeis semelhantes nas duas análises, concluimos que o

papel desempenhado pela matriz de segundas derivadas de Φ é analogo ao desempenhado

pela contração Rα
µβγ ẋ

µẋγ ; expressando em termos da 4-velocidade (ẋµ = uµ):

Gravidade Newtoniana Geometria Riemanniana

Eij ≡ ∇j∇iΦ ←→ Rαµβν uµuν ≡ Eαβ .

Notemos que tantoEij como Eαβ são tensores simétricos (um em espaço plano 3-dimensional,

o outro numa variedade Riemanniana arbitrária 4-dimensional).

Dadas as observações anteriores podemos lançar um novo olhar sobre a equação de

campo da gravitação Newtoniana:

∆Φ = 4πGρ . (4.1.11)

Esta equação relaciona o traço do tensor de marés Newtoniano Eij com a densidade de

matéria ρ. Portanto já em gravitação Newtoniana, a estrutura das equações de campo

revela a relação fundamental entre fontes de campo e tensor de marés. A tentativa de

1Observe-se que dado que estamos a assumir um referencial Cartesiano, é equivalente escrever os ı́ndices
contravariantes ou covariantes. Note-se ainda que dado que as derivadas covariantes comutam em espaço
plano, o tensor Eij é simétrico.
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102 As equações de Einstein e os testes clássicos da Relatividade Geral

construir uma teoria covariante baseada num prinćıpio semelhante sugere imediatamente

que as equações de campo da Relatividade Geral devem relacionar o traço de Eαβ

Rα
µαν uµuγ = Rµν uµuν , (4.1.12)

que é o tensor de Ricci visto por um observador com 4 velocidade uµ, com a densidade de

matéria/energia vista pelo mesmo observador que é

ρ = + Tµν uµuν . (4.1.13)

Portanto baseados no prinćıpio da relação entre tensor de marés e fontes, podemos esperar

que as equações da Relatividade Geral sejam:

Rµν uµuν ∝ Tµν uµuν , (4.1.14)

ou, como é uµ arbitrário,

Rµν = k Tµν , (4.1.15)

onde k é uma constante a ser determinada no limite Newtoniano. Contudo (4.1.15) sofre

de um problema:

T ;ν
µν = 0 ⇒ R ;ν

µν = 0 , (4.1.16)

Mas pelas segundas identidades de Bianchi

R ;ν
µν =

1

2
gµν∇νR , (4.1.17)

o que implicaria que o escalar de Ricci teria de ser constante. Se pelo contrário seguirmos

a escolha de Einstein e optarmos pelas equações

Gµν = kTµν , (4.1.18)

então pelas segundas identidades de Bianchi G ;ν
µν = 0 e a conservação de energia é equi-

valente a uma identidade geométrica.
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Podemos imediatamente deduzir o valor de k. Como já vimos na Secção 3.9, (4.1.18)

implica

Rµν = k(Tµν −
1

2
gµνT ) , T ≡ Tµνg

µν , Tµν
∗
=






ρ

p

p

p




 . (4.1.19)

A relatividade restrita ensina-nos que

T = −ρ+ (p1 + p2 + p3
︸ ︷︷ ︸

) . (4.1.20)

pressões principais

Contraindo (4.1.19) com uµuν temos

E
α
α = k (ρ+

1

2
(−ρ+ p1 + p2 + p3))

=
k

2
(ρ+ p1 + p2 + p3) . (4.1.21)

No limite Newtoniano as velocidades são pequenas, (v ≪ c); logo, nesse limite (pi ≪ ρ).

Logo

E
α
α ≃

k

2
ρ . (4.1.22)

Comparando com a equação Newtoniana Eα
α = 4πGρ, conclúımos que

k = 8πG , (4.1.23)

e como tal, as equações de Einstein são

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (4.1.24)

como havia sido antecipado em (3.9.16). No vácuo as equações de Einstein são:

Rµν = 0 , (4.1.25)

que determinam o campo gravitacional livre no espaço exterior a todas as fontes. Obser-

vamos a importância que a conservação de energia T µν
;ν teve na motivação de (4.1.24).
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A partir de agora (4.1.24) passa a ser um postulado da Relatividade Geral e T µν
;ν = 0

uma consequência deste postulado. Uma consequência de T µν
;ν = 0 é a equação das

geodésicas para pequenos objectos. Logo, em Relatividade Geral, a equação do movimento

das part́ıculas teste pode ser vista como uma consequência das equações de campo, em

contraste com o que acontece na gravitação Newtoniana onde ~̈x = −∇φ é independente

de ∆φ = 4πGρ ou do que acontece no electromagnetismo, em que ~F = q( ~E + ~v × ~B) é

independente das equações de Maxwell F µν
;ν = jµ e F[µν;α] = 0.

Assim sendo, a totalidade das leis da gravitação de Einstein é sumarizada, no vazio, na

elegante equação Rµν = 0, enquanto que na presença de matéria é sumarizada nas equações

(4.1.24).

4.2 A aproximação de pequenas velocidades e campos

fracos

O argumento da Secção anterior para a construção das equações de campo da Relativi-

dade Geral baseou-se numa analogia entre tensores de marés Newtoniano e relativista.

Mostremos agora em detalhe que, no limite apropriado, podemos recuperar a gravitação

Newtoniana das equações da Relatividade Geral. Este limite tem duas premissas:

i) é o limite de pequenas velocidades: todas as velocidades envolvidas obedecem a

v ≪ c , (4.2.1)

e como tal todas as derivadas temporais (no sistema coordenado introduzido na

segundo premissa) são sub-dominantes: 1
c
∂
∂t
≪ ∂

∂x
(ou seja, a razão de variação por

ano é muito menor que a razão de variação por ano-luz).

ii) Assumimos ainda que, localmente, podemos encontrar um sistema coordenado que

é aproximadamente Cartesiano no qual a métrica é aproximadamente a métrica de
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4.2 A aproximação de pequenas velocidades e campos fracos 105

Minkowski:

diag(−1, 1, 1, 1) → {t, xi}

gµν =
︷︸︸︷
ηµν + ε

︸︷︷︸
hµν ; (4.2.2)

≪ 1

o significado desta equação é que o campo gravitacional (no sentido relativista) é

fraco. Consequentemente, em 1a ordem em ε

gµν = ηµν − εhµν , (4.2.3)

onde os ı́ndices hµν se sobem com ηµν

ηµα ηαν = δµν , hµν = ηµα ηνβ hαβ . (4.2.4)

De acordo com a primeira premissa, assumimos que, neste sistema coordenado, para

qualquer função de interesse f , as derivadas temporais são sempre muito menores

que as espaciais:

∂f

∂t
= O(ε)× ∂f

∂xi
, i = 1, 2, 3 . (4.2.5)

Pretendemos mostrar que, com estas hipóteses:

Equação geodésica se reduz Lei da força de Newton

uαDαu
µ = 0 −→ ∂2xi

∂t2
= −∇iΦ ; (4.2.6)

Equação de Einstein se reduzem Equação de Newton-Poisson

Gµν = 8πTµν −→ ∆φ = 4πGρ . (4.2.7)

Comecemos por demonstrar (4.2.6). Para a equação geodésica necessitamos dos śımbolos

de Christoffel:

Γα
µν =

1

2
gαβ(gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β)

=
ε

2
ηαβ(hβµ,ν + hβν,µ − hµν,β) +O(ε) . (4.2.8)
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A equação das geodésicas fica:

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
. (τ é o tempo próprio) (4.2.9)

Mas
dxi

dτ
=

dt

dτ

dxi

dt
︸︷︷︸

= O(ε) , i = 1, 2, 3 ;

v

e
dx0

dτ
=

dt

dτ
= 1 +O(ε) , i.e. t = τ a menos de correcções em

v

c
. (4.2.10)

Logo, para uma part́ıcula “lenta”a equação das geodésicas fica

d2xi

dτ 2
︸︷︷︸

+ Γi
00

dx0

dτ

dx0

dτ
= O(ε2) . (4.2.11)

d2

dτ2
xi +O(ε2)

Precisamos pois de calcular

Γi
00 =

ε

2
ηij
︸︷︷︸

(2 hj0,0
︸︷︷︸
−h00,j) +O(ε2) . (4.2.12)

δij negligenciável

= −ε

2
h ,i
00 +O(ε2) .

Deste modo a equação (4.2.11) fica:

d2xi

dt2
+
(

−ε

2
h ,i
00

)

= 0 ⇔ d2xi

dt2
=

ε

2
∆ih00 . (4.2.13)

Esta é a equação da força Newtoniana se identificarmos

g00 = −1 + εh00 = −(1 + 2 Φ
︸︷︷︸

) +O(ε2) (4.2.14)

potencial Newtoniano .

Isto demonstra a redução (4.2.6). Concluimos ainda que o potencial Newtoniano (e de

facto toda a teoria Newtoniana) está contido na componente g00 da métrica.

Para demonstrar a redução das equações de Einstein à equação de Poisson (4.2.7)

necessitamos do tensor de Ricci:

Rαβ = + Γµ
αβ,µ − Γµ

αµ,β + O(ε2) . (4.2.15)
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Logo:

R00 = Γi
00,i +O(ε2)

= −ε

2
h ,i
00 ,i +O(ε2)

= ∆Φ +O(ε2) . (4.2.16)

Consequentemente, as equações de Einstein R00 = 8πG
(
T00 − 1

2
g00T

)
ficam (componente

00)

∆φ ≃ 4πGρ , (4.2.17)

o que demonstra a redução (4.2.7).

Resumindo: a lei da força Newtoniana obriga-nos a fazer a identificação (4.2.11); a

equação de Newton-Poisson é, então, consequência da componente temporal das equações

de Einstein.

Notemos que qualquer teoria da gravitação que incorpore a hipótese geodésica tem,

necessariamente, de fazer a identificação (4.2.11); logo esta não é uma carateŕıstica única

da Relatividade Geral. Como tal, consequências experimentais de (4.2.11) (como o redshift

gravitacional e a dilatação do tempo) não constituem um teste da Relatividade Geral no

sentido de testarem a estrutura espećıfica das equações de campo (excepto no sentido que

um resultado negativo falsificaria a teoria).

4.3 A solução de Schwarzschild

Para testar a teoria da Relatividade Geral para além do limite Newtoniano, podeŕıamos

começar por usar a teoria linearizada, i.e., a chamada aproximação pós-Newtoniana. Mas

como a solução exacta para uma massa pontual (solução de Schwarzschild) é relativamente

simples optamos aqui por deduzir, desde já, esta solução.

O procedimento habitual para calcular soluções em Relatividade Geral é o de considerar

um “ansatz”para a métrica (e para todos os outros campos dinâmicos caso os haja). Para o

caso de uma massa pontual queremos considerar o ansatz mais geral com simetria esférica.
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Recordemos que o espaço de Minkowski em coordenadas esféricas é

ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dφ2

︸ ︷︷ ︸
) .

dΩ2 elemento de linha em S2

Logo, a métrica mais geral com simetria esférica é:

ds2 = −α(r, t)dt2 + β(r, t)dr2 + γ(r, t)dtdr + ε(r, t)dΩ2 , (4.3.1)

onde α, β, γ são funções arbitrárias dos argumentos. Este “ansatz” preserva a estrutura de

dΩ2 e nada depende de θ ou φ.

Exerćıcio 4.1: Simetria esférica do ansatz (4.3.1). Verifique que os vectores:

ξ(1) = sinφ ∂θ + cot θ cosφ ∂φ ,

ξ(2) = − cosφ ∂θ + cot θ sinφ ∂φ ,

ξ(3) = −∂φ ,

são vectores de Killing de (4.3.1). Conclua que o grupo de isometrias de (4.3.1) contém

de facto como subgrupo SO(3) e como tal a métrica (4.3.1) tem simetria esférica.

O ansatz (4.3.1) contém 4 funções desconhecidas de 2 variáveis e como tal a sua re-

solução é complexa. Felizmente pode ser consideravelmente simplificado apenas por trans-

formações de coordenadas:

i) Transformamos

r, t −→ R, t , isto é encaramos r = r(R, t) ,

de modo a que

ε(r, t) = R2 ; (4.3.2)

obtemos

ds2 = −α′(R, t)dt2 + β ′(R, t)dR2 + γ′(R, t)dtdR+ R2dΩ2 , (4.3.3)
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onde α′, β ′, γ′ são novas funções arbitrárias dos argumentos.

ii) Transformamos

R, t −→ R, T , isto é encaramos t = t(R, T ) ;

logo

dt =
∂t

∂R
dR +

∂t

∂T
dT ,

e a métrica fica

ds2 = −α′
(

∂t

∂T

)2

dT 2 +

(

−α′
(

∂t

∂R

)2

+ β ′ + γ′
(

∂t

∂R

))

dR2

+
∂t

∂T

(

γ′ − 2α′ ∂t

∂R

)

dTdR+R2dΩ2 ;

escolhendo t = t(T,R) tal que

∂t

∂R
=

γ′

2α′ ,

livramo-nos do termo não diagonal e como tal o ansatz da métrica fica:

ds2 = −e2A(R,T )dT 2 + e2B(R,T )dR2 +R2Ω2 . (4.3.4)

Este ansatz tem “apenas” 2 funções desconhecidas (em 2 variáveis); ainda é bem

complexo, mas, como veremos de seguida, permite integrar as equações de Einstein.

Para calcular as equações de Einstein para o ansatz (4.3.4) comecemos por obter as

várias quantidades geométricas (no que se segue denotamos as coordenadas do ansatz

(4.3.4) por (r, t) em vez de (R, T )):

• Śımbolos de Christoffel: (Γα
µν = 1

2
gαβ(gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β))

Γt
tt = Ȧ ; Γr

tt =
A′e2A

e2B
; Γt

rt = A′ ; Γr
tr = Ḃ ;

Γt
rr =

Ḃe2B

e2A
; Γr

rr = B′ ; Γθ
rθ =

1

r
; Γφ

rφ =
1

r
;

Γr
θθ = −

r

e2B
; Γφ

θφ =
cos θ

sin θ
; Γr

φφ = −r sin
2 θ

e2B
; Γθ

φφ = − sin θ cos θ ;

todos os outros (menos os relacionados por simetria com os apresentados) são nulos.
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• Tensor de Riemann: (Rα
βµν = Γα

βν,µ − Γα
βµ,ν + Γα

µσΓ
σ
βν − Γα

νσΓ
σ
βµ)

Rt
rtr =

(−A′′ − (A′)2 + A′B′)e2A + e2B(Ḃ2 − ȦḂ + B̈)

e2A
;

Rt
θtθ = −

A′r

e2B
; Rt

φtφ = −A
′r sin2 θ

e2B
;

Rt
θrθ = −

Ḃr

e2A
; Rt

φrφ = −Ḃr sin2 θ

e2A
;

Rr
ttr =

(−A′′ − (A′)2 + A′B′)e2A + e2B(Ḃ2 − ȦḂ + B̈)

e2B
;

Rr
θtθ =

Ḃr

e2B
; Rr

φtφ =
Ḃr sin2 θ

e2B
;

Rr
θrθ =

B′r

e2B
; Rr

φrφ =
B′r sin2 θ

e2B
;

Rθ
ttθ = −

A′e2A

re2B
; Rθ

trθ = −
Ḃ

r
; Rθ

rtθ = −
Ḃ

r
;

Rθ
rrθ = −

B′

r
; Rθ

φθφ =
sin2 θ(e2B − 1)

e2B
;

Rφ
ttφ = −A

′e2A

re2B
; Rφ

trφ = −Ḃ
r

; Rφ
rtφ = −Ḃ

r
;

Rφ
rrφ = −B

′

r
; Rφ

θθφ = −e
2B − 1

e2B
;

todos os outros (menos os relacionados por simetria com os apresentados) são nulos.

• Tensor de Ricci: (Rµν = Rα
µαν)

Rtt =
(−A′B′r + A′′r + rA′2 + 2A′)e2A + re2B(ȦḂ − B̈ − Ḃ2)

re2B
;

Rtr =
Ḃ

r
;

Rrr =
(2B′ + A′B′r −A′2r −A′′r)e2A + (B̈r + Ḃ2r − ȦḂr)e2B

e2Ar
;

Rθθ = −
1− e2B − B′r + A′r

e2B
;

Rφφ = sin2 θRθθ ;

todos os outros (menos os relacionados por simetria com os apresentados) são nulos.
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Como estamos no vácuo, as equações de Einstein são Rµν = 0, ou seja,

i) Ḃ = 0 ,

ii) 2A′ + r(A′2 + A′′ − A′B′) = 0 ,

iii) 2B′ − r(A′2 + A′′ −A′B′) = 0 ,

iv) (A′ − B′)r + 1− e2B = 0 .

A equação i) tem uma importância fundamental, dado que permitiu eliminar todas as

derivadas temporais nas restantes equações. Para resolver este sistema começamos por

somar ii) com iii); obtemos

A′ +B′ = 0 . (4.3.5)

Logo iv) fica: −2B′r + 1− e2B = 0, ou ainda, multiplicando por e−2B:

−2B′re−2B + e−2B − 1 = 0 ⇔ r
d

dr
(e−2B) + e−2B − 1 = 0 . (4.3.6)

Definindo y = e−2B a equação (4.3.6) reescreve-se:

r
dy

dr
+ y − 1 = 0 . (4.3.7)

Esta é uma equação diferencial de 1a ordem com o seguinte diferencial associado:

rdy + (y − 1)dr ;

este diferencial é exacto; é o diferencial da função

h(r, y) = r(y − 1) + C .

Como tal, a solução da equação (4.3.7) é

y = e−2B = 1 +
C

r
.

Como

A′ = −B′ ⇒ A(t, r) = −B(t, r) + f(t)

⇒ e2A = e−2Bef(t) = ef(t)
(

1− C

r

)

,
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pelo que, finalmente a solução é:

ds2 = −
(
1− C

r

)
ef(t)dt2
︸ ︷︷ ︸

+ dr2

1−C
r

+ r2(dθ2 + sin2 θ dφ2) , (4.3.8)

redefinimos numa nova coordenada dt2

e obtemos a solução de Schwarzschild:

ds2 = −
(

1− C

r

)

dt2 +
dr2

1− C
r

+ r2(dθ2 + sin2 θ dφ2) . (4.3.9)

Falta interpretar a constante C. Para o fazermos primeiro introduzimos coordenadas

isotrópicas definidas de modo a que as secções espaciais da métrica fiquem a métrica de R3

a menos de um factor multiplicativo total - factor conforme. As coordenadas pretendidas

são obtidas requerendo que:







dr
√

1− C
r

= f(R)dR ,

r = f(R)R ,

⇒ dR

R
=

dr
√

1− C
r

;

integrando obtemos

lnR + α = ln

(

r − C

2
+
√
r2 − Cr

)

. (4.3.10)

(Verificação:

d

dr
ln

(

r − C

2
+
√
r2 − Cr

)

=
1 + 2r−C

2
√
r2−Cr

r − C
2
+
√
r2 − Cr

=
1√

r2 − Cr
, (4.3.11)

como requerido.) Consequentemente (tomamos α = ln 2 para ter assimptoticamente r =

R),

2R = r − C

2
+
√
r2 − Cr , (4.3.12)

e a métrica fica:

ds2 = −
(

1− C

r(R)

)

dt2 + f(R)2(dR2 +R2dΩ2) , (4.3.13)
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com f(R) = r(R)
R

e R = 1
2

(
r − C

2
+
√
r2 − Cr

)
.

Assimptoticamente r →∞ e R→∞

R ≃ 1

2

(

r − C

2
+

(

1− C

2r

))

≃ 1

2
(2r − C) ; (4.3.14)

logo r ≃ R + C
2
⇒ f(R) = 1 + C

2R
, e a métrica reescreve-se, neste limite,

ds2 ≃ −
(

1− C

R

)

dt2 +

(

1 +
C

R

)

(dR2 +R2dΩ2) . (4.3.15)

Esta métrica é da forma

ds2 =≃ ηµνdx
µdxν + hµνdx

µdxν , (4.3.16)

onde

hµν =



















t C/R 0

x

y 0 C/R δij

z

.

Recordemos que vimos na Secção 4.2 para uma geometria da forma (4.3.16), no regime

onde C/R é pequeno, o potencial Newtoniano está contido na componente tempo-tempo

da perturbação métrica (cf. (4.2.14))

h00 = −2Φ . (4.3.17)

Deste modo, para a métrica de Schwarzschild reproduzir, quando C/R é pequeno, o campo

Newtoniano de uma massa pontual requeremos que

C

R
= −2

(

−GM

R

)

,

de onde resulta, finalmente, a determinação da constante C em termos da massa M da

fonte do campo

C = 2GM . (4.3.18)
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Assim, a métrica de Schwarzschild em termos do parâmetro f́ısico massa escreve-se:

ds2 = −
(

1− 2GM

rc2

)

c2dt2 +
dr2

1− 2GM
rc2

+ r2(dθ2 + sin2 θ dφ2) , (4.3.19)

onde rS ≡ 2GM/c2 se designa por raio de Schwarzschild.

A métrica de Schwarzschild é estática; de facto, o vector k = ∂/∂t, que é temporal para

r > rS, é vector de Killing. Como tal o grupo de isometrias é

R× SO(3) .

Como impusemos apenas simetria esférica, a simetria adicional - a invariância temporal - é

consequência da simetria esférica para a Relatividade Geral. Este é o conteúdo do teorema

de Birkhoff:

SO(3) mais Rµν = 0 =⇒ estaticidade (caracteŕıstica da métrica de Schwarzschild) .

A estrutura da teoria, deste modo, exclui, por exemplo, um campo gravitacional com

simetria esférica a pulsar. Tal campo não existe no vácuo em Relatividade Geral.

4.4 Geodésicas temporais e o avanço do periélio

As geodésicas com parametrização afim podem ser derivadas do Lagrangiano

L = −V (r) ṫ2 +
ṙ2

V (r)
+ r2(θ̇2 + sin2 θ φ̇2) ,

onde “ ˙ ” = d
dλ

e λ é o parâmetro afim. Como estamos a considerar as geodésicas temporais

tomamos λ = τ (tempo próprio).

A equação de θ é resolvida por θ = π/2, como resultado da simetria esférica. As

equações de t e φ originam as quantidades conservadas:

dt

dτ
=

E

V (r)
, E ≡ Energia por unidade de massa (adimensional) ; (4.4.1)

dφ

dτ
=

j

r2
, j ≡ Momento angular por unidade de massa . (4.4.2)

(dimensão de comprimento)
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A equação radial pode ser obtida do Lagrangiano, substituindo L = −1 e usando (4.4.1) e

(4.4.2)

−1 = −V (r)
E2

V (r)2
+

ṙ2

V (r)
+ r2

j2

r4
⇔ ṙ2 = E2 − V (r)

(

1 +
j2

r2

)

. (4.4.3)

Exerćıcio 4.2: Geodésicas na solução de Schwarzschild linearizada. Mostre

um facto curioso: considerando a teoria linearizada (cf. (4.3.15)) as equações das

geodésicas são as mesmas das obtidas da solução exacta.

Resolução: De facto, a solução de Schwarzschild linearizada é:

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt2 +

(

1 +
2M

r

)

dr2 + r2dΩ2 ; (4.4.4)

as equações para θ, t, φ são, obviamente inalteradas. A equação de r fica

−1 = −V (r)
E2

V (r)2
+

(

1 +
2M

r

)

ṙ2 +
j2

r2
⇔

⇔ ṙ2 =
1

V (r)
(
1 + 2M

r

)E2 −
(

1 +
2M

r

)−1(

1 +
j2

r2

)

= E2 −
(

1− 2M

r

)(

1 +
j2

r2

)

, onde linearizamos

(
2M

r
≪ 1

)

, (4.4.5)

o que coincide com (4.4.3). Logo, as equações geodésicas na solução exacta de Schwarzs-

child coincidem com as equações geodésicas (linearizadas) na solucção de Schwarzschild

linearizada!

Procuramos de seguida resolver as equações geodésicas. Para estudarmos as órbitas no

plano r − φ introduzimos, tal como no problema de Kepler, a variável

u =
1

r
, (4.4.6)

e queremos obter a equação diferencial para u = u(φ); notamos que

du

dφ
=

du

dr

dr

dφ
= − 1

r2

dr
dτ
dφ
dτ

= −1
j

dr

dτ
. (4.4.7)
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Logo
(
du

dφ

)2

=
1

j2

(
dr

dτ

)2

=
E2

j2
− (1− 2Mu)

(
1

j2
+ u2

)

, (4.4.8)

pelo que a equação diferencial a resolver fica:

(
du

dφ

)2

=
E2 − 1

j2
+

2M

j2
u− u2 + 2Mu3 . (4.4.9)

Exerćıcio 4.3: Comparação com o problema de Newton/Kepler. Mostre

que o problema de Newton/Kepler é obtido negligenciando o último termo de (4.4.9).

Resolução: Para verificar que assim é, notamos que o Lagrangeano do problema

de Newton/Kepler é

LNK =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r sin2 θφ̇2) +

GMm

r
, (4.4.10)

pelo que os momentos canónicos conjugados são pr = mṙ, pθ = mr2θ̇ e pφ = mr2 sin2 θφ̇

e o Hamiltoniano

HNK =
pr

2

2m
+

pθ
2

2mr2
+

pφ
2

2mr2 sin2 θ
− GMm

r
. (4.4.11)

Esta teoria é resolvida por θ = π
2
e

pφ = mr2φ̇ = const ⇔ φ̇ =
j

r2
; (4.4.12)

j é momento angular por unidade de massa. Em vez de considerarmos a equação em

r tomamos HNK = ε = const, (energia não relativista). Escrevendo os momentos

canónicos em termos das velocidades temos:

ε =
1

2
m

(

ṙ2 + r2
j2

r4

)

− GMm

r
⇔ ṙ2 =

2ε

m
+

2GM

r
− j2

r2
. (4.4.13)

Para compararmos com (4.4.3), que reescrevemos na forma

(
dr

dτ

)2

= E2 − 1 +
2GM

r
− j2

r2
+

2GMj2

r3
, (4.4.14)
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é útil reparar que a energia total relativista, denotada por Ẽ, é

Ẽ = mc2 +
1

2
mv2 + ...

e como tal a energia relativista por unidade de massa é (c = 1)

E =
Ẽ

m
= 1 +

ε

m
+ ...

E2 − 1 ≃
(

1 +
ε

m
+ ...

)2

− 1 ≃ 2ε

m
+ ...

Logo (4.4.13) é de facto a aproximação não relativista de (4.4.14); mas o termo em r3

não está presente em (4.4.13). Introduzindo u = 1/r e passando para u = u(φ) (4.4.13)

fica

(
du

dφ

)2

=
2ε

mj2
+

2GM

j2
u− u2 . (4.4.15)

Confirmamos assim que o último termo em (4.4.9) é o termo não Kepleriano.

Começamos por resolver (4.4.9) sem o termo não Kepleriano. Denotamos du/dφ = u′

e fazemos

u = u0 + V , (4.4.16)

onde u0 é uma constante que será escolhida de modo a eliminar o termo linear na equação.

A equação (4.4.9) fica

(V ′)2 =
E2 − 1

j2
+

2M

j2
(u0 + V )− u0

2 − 2u0V − V 2 (4.4.17)

⇔ (V ′)2 + V 2 =

(
E2 − 1

j2
− u0

2 +
2M

j2
u0

)

+ 2V

(
M

j2
− u0

)

. (4.4.18)

Escolhemos u0 = M/j2; logo a equação fica

(V ′)2 + V 2 =
E2 − 1

j2
+

M2

j4
︸ ︷︷ ︸

. (4.4.19)

≡ A2
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A solução é V (φ) = A sin(φ− φ0), ou em termos da coordenada radial,

r(φ) =
1

u(φ)
=

1

u0 + V (φ)
=

1

M
j2

+
√

M2

j4
+ E2−1

j2
sin(φ− φ0)

. (4.4.20)

Recordando que

r(φ) =
α

1 + e sin(φ− φ0)
,

é a equação de uma cónica de excentricidade e, verificamos que estamos a obter uma cónica

de excentricidade

e =

√

1 +
j2(E2 − 1)

M2
. (4.4.21)

Para os estados ligados (E2 < 1) obtemos elipses, em concordância com as leis de Kepler.

Reconsideremos agora a (4.4.9) mas incluindo o termo não Kepleriano. Fazemos nova-

mente

u = u0 + V ,

com o propósito de eliminarmos o termo linear. A equação fica:

(V ′)2 =
E2 − 1

j2
+

2M

j2
(u0 + V )− u0 + V 2 + 2M(u0 + V )3 ⇔

(V ′)2 =

(
E2 − 1

j2
+

2Mu0

j2
u0

2 + 2Mu0
3

)

︸ ︷︷ ︸

+V

(
2M

j2
− 2u0 + 6Mu0

2

)

A2

− (1− 6Mu0)
︸ ︷︷ ︸

V 2 + 2MV 3 . (4.4.22)

w2

Para eliminarmos o termo linear em V escolhemos u0 de modo a que

6Mu0
2 − 2u0 +

2M

j2
= 0 ⇔ u0 =

1±
√

1− 4× 3M × M
j2

6M
. (4.4.23)

Se 12M2/j2 for pequeno

u0 ≃
1± (1− 6M2

j2
)

6M
=







1
3M
− M

j2

M
j2
−→ solução Kepleriana
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Escolhemos por isso a segunda solução dado que aproxima a solução Kepleriana quando

M → 0 (a outra diverge):

u0 =
1−

√

1− 12M2

j2

6M
. (4.4.24)

Note-se que 12M2/j2 < 1 é a condição para ter estados ligados em Schwarzschild.

A equação diferencial (4.4.22) fica com a forma

(V ′)2 = A2 − w2V 2 + 2MV 3 . (4.4.25)

Esta equação pode ser resolvida em termos de funções eĺıpticas. Mas a propriedade mais

relevante pode ser obtida negligenciando o termo em V 3. A solução fica

V (φ) ≃ A sin(w(φ− φ0)) . (4.4.26)

Como a frequência angular w < 1 a ‘elipse’ não fecha em cada órbita; o peŕıodo angular é

agora

2π

w
> 2π . (4.4.27)

O periélio vai estar em (usando r ∝ 1/(1 + e sin(φ− φ0)))

(φ− φ0)w =
π

2
,
π

2
+ 2π, ... (4.4.28)

Logo, numa revolução avança 5
2
π
w
− π

2w
= 2π

w
menos 2π ou seja

∆φ =
2π

w
− 2π = 2π((1− 6Mu0)

− 1
2 − 1) . (4.4.29)

Como u0 =
M
j2

+O(M2), em 1a ordem na massa

∆φ = 2π

(

1 + 3
M2

j2
− 1

)

=
6πM2

j2
. (4.4.30)

Podemos eliminar a dependência em j usando considerações geométricas: numa elipse

r =
α

1 + e sin(φ− φ0)
⇒







rmax =
α

1−e

rmin =
α

1+e

⇒ rmin + rmax =
2α

1− e2
. (4.4.31)
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Dado que o semi-eixo maior a obedece a 2a = rmin + rmax obtemos

α = a(1− e2) . (4.4.32)

Comparando com a solução Kepleriana que tem α = j2

M
obtemos

j2

M
= a(1− e2) . (4.4.33)

Logo, a fórmula para o avanço do periélio (⇔ semi-eixo maior) no espaço-tempo de

Schwarzschild é:

∆φ =
6πGM

c2a(1− e2)
S.I. em primeira ordem na massa . (4.4.34)

Note-se, portanto que o avanço é tanto maior quanto menor o semi-eixo maior (i.e.

quanto mais próximo) do sol, como esperado, mas é também tanto maior quanto maior a

excentricidade da elipse. Mercúrio, para além de ter o menor semi-eixo maior do sistema

solar tem também a maior excentricidade entre todos os planetas (excepto o planeta anão

Plutão):

Planeta Excentricidade

Mercúrio 0.20562

Vénus 0.0067

Terra 0.0167

Marte 0.0935

Júpiter 0.0489

Saturno 0.0565

Urano 0.0457

Neptuno 0.0113

Plutão 0.2488
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Usando na fórmula os dados de Mercúrio: (SI)







a = 57.91× 109

e = 0.2056

G = 6.673× 10−11 −→ ∆φ = 0.103′′/rev .

MSun = 1.983× 1030

c = 2.998× 108

Usando o peŕıodo da órbita de Mercúrio, T = 0.2408, anos e sabendo que Mercúrio faz

415.28 rev/século, obtemos

∆φ = 42.78′′/século . (4.4.35)

Deste modo absolutamente brilhante e a partir de primeiros prinćıpios Einstein explicava

o avanço anómalo do periélio de Mercúrio de 42.7′′/século discutido na Secção 2.1.2.

Nota histórica: Nas palavras de Einstein, escritas a 18 de Novembro de 1915, a teoria

da Relatividade Geral “explica [...] quantitativamente [...] a rotação secular da órbita de

Mercúrio, descoberta por Le Verrier [...] sem necessidade de qualquer hipótese especial.”

Na opinião do seu biógrafo, Abraham Pais (pág. 313 “Subtil é o Senhor- Gradiva),

“Esta descoberta foi, creio, sem dúvida, a mais forte experiência emocional da vida ci-

ent́ıfica de Einstein, talvez mesmo de toda a sua vida. A natureza falara com ele. Tinha

de estar certo.” Einstein escreveu “Durante alguns dias estive fora de mim com uma feliz

excitação.”Mais tarde, Einstein diria a Fokker que a descoberta lhe tinha provocado pal-

pitações do coração; a de Haas disse que quando viu que os cálculos concordavam com as

observações astronómicas inexplicadas, teve a sensação que qualquer coisa tinha estalado

nele...

A descoberta de Einstein resolveu uma dificuldade que era conhecida há mais de sessenta

anos. Urbain Jean Joseph Le Verrier tinha sido o primeiro a encontrar provas de uma

anomalia na órbita de Mercúrio e também o primeiro a tentar explicar esse efeito. Em 12

de Setembro de 1859 submeteu à Academia de Ciências de Paris o texto de uma carta a

Hervé Faye na qual registou o que descobriu. O periélio de Mercúrio avança 38”/século
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devido a “alguma acção até agora desconhecida sobre a qual nenhuma luz foi lançada, [...]

uma grave dificuldade digna da atenção dos astrónomos.”

Nessa carta Le Verrier observava ainda que o único modo de explicar o efeito em ter-

mos de corpos conhecidos seria aumentar a massa de Vénus em pelo menos 10%, uma

modificação inadmisśıvel. Duvidava fortemente de um planeta interior a Mercúrio, não

observado até então, pudesse ser a causa (mas sugeriu esta possibilidade). Terminou di-

zendo “Aqui, pois, mon cher confreré, reside uma nova complicação que se manifesta nas

proximidades do Sol.”

Em 1882 Simon Newcomb obteve o valor de 43”/século, valor que não variou conside-

ravelmente até ao presente. O valor experimental citado por Einstein em 18 de Novembro

de 1915 era 45” ± 5. Entre finais do séc. XIX e prinćıpios do século XX foram numerosas

as tentativas de interpretação teórica da anomalia de Mercúrio:

→ Reconsideraram-se as sugestões de Le Verrier de um planeta interior a Mercúrio ou

de um anel planetário (enxame de asteróides). Na década de 1870 pensou-se mo-

mentaneamente que um tal planeta (a que se chamou Vulcano) tinha sido realmente

avistado.

→ Sugeriu-se uma Lua de Mercúrio (não avistada), poeira inter planetária e um posśıvel

achatamento do Sol.

→ Sugeriu-se um desvio da Lei 1
r2
; quer puramente estático quer corrigida por termos

dependentes da velocidade (teoria da gravitação de Lorentz).

Estas tentativas falharam ou não tiveram interesse por envolverem parâmetros ajustáveis.

A anomalia permaneceu enigmática. Nos últimos anos Newcomb tendia a “dar preferência

à hipótese de a gravitação solar não se comportar exactamente como o inverso de um

quadrado”. Neste contexto, a alegria de Einstein por poder dar uma explicação “sem

qualquer hipótese especial”torna-se ainda mais compreenśıvel.

Alguns comentários sobre o cálculo que Einstein efectuou:
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- Einstein não tinha ainda a forma final das equações de campo Gµν = 8πTµν ;

- Einstein não tinha ainda a solução de Schwarzschild, apresentada apenas num artigo de

16 de Janeiro de 1916 da Academia Prussiana.

Einstein partiu das equações de campo

rµν = k Tµν
︸︷︷︸

com a condição geral
√

|g| = 1 , (4.4.36)

tensor de impulsão energia

em que rµν correspondia a uma parte do tensor de Ricci:

Rµν = Γα
µν,α − Γα

µα,ν + Γα
ασΓ

σ
µν − Γα

σµΓ
σ
αν .

= Γα
µν,α − Γα

σµΓ
σ
αν

︸ ︷︷ ︸
+(−∂ν∂µ ln

√

|g|+ ∂σ ln
√

|g|Γσ
µν

︸ ︷︷ ︸
) (4.4.37)

rµν sµν

No tratamento moderno partimos de Rµν = 0 e podemos escolher um sistema de coorde-

nadas tal que
√
g = 1. Os resultados, relativamente ao efeito, são os mesmos, facto de que

Einstein se apercebeu durante a preparação do artigo.

Einstein utilizou um método de aproximação que marcou o ińıcio da mecânica celeste

pós-Newtoniana. Ele obteve a solução linearizada:

ds2 = −
(

1− α

r

)

dt2 +
(

δij + α
xixj

r3

)

dxidxj , (4.4.38)

α é uma constante de integração e, em primeira ordem em α
r
,
√
g = 1. Calculando a

equação das geodésicas, Einstein obteve a precessão por revolução

∆φ =
24π3a2

c2 T 2
︸︷︷︸

(1− e2)
, (4.4.39)

peŕıodo de revolução

que é equivalente ao resultado que calculamos usando

4π2a2

T 2
=

GM

a
⇔ a3

T 2
=

GM

4π2
. (4.4.40)
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Para demonstrar esta relação notamos que, para uma órbita eĺıptica,

r(φ) =
a(1− e2)

1 + e sin(φ− φ0)
;

dφ

dt
=

j

r2
⇔
∫

r2dφ =

∫

jdt ⇔

T

j
︸︷︷︸

︷︸︸︷

∆t = a2(1− e2)2
∫ 2π

φ=0

dφ

(1 + e sin φ)2
︸ ︷︷ ︸

√

GMa(1− e2)
2π

(1− e2)3/2

⇔ T =
a(1− e2)3/2√

GM
× 2π

(1− e2)3/2
⇒ T 2

a3
=

4π2

GM
q.e.d.

Nota: No duplo binário pulsar descoberto em 2003, PSR J0737-3039, o avanço do

periastro é 140000 maior do que o de Mercúrio e está em perfeito acordo com a R.G.

4.5 Geodésicas nulas e a deflexão de um raio de luz

No mesmo artigo de 18 de Novembro de 1915, Einstein dedicou apenas meia página a uma

segunda descoberta: “Um raio de luz que passe junto ao Sol deve sofrer uma deflexão de

1.7” (em vez de 0”.85).” O último valor era o resultado que Einstein obtivera em anteriores

versões da teoria, que coincide com o resultado que pode ser obtido em Mecânica Newto-

niana (como veremos em baixo). Passamos agora a deduzir o resultado da Relatividade

Geral, estudando geodésicas nulas na solução de Schwarzschild.

As equações para θ, t, φ são exactamente as mesmas que no caso temporal. A equação

radial é, tal como anteriormente, derivada do Lagrangeano, mas agora tomamos L = 0,

dado que ds2 = 0. A equação radial fica então:

(ṙ)2 = E2 − V (r)
j2

r2
. (4.5.1)

Tal como no caso temporal definimos u = 1
r
e calculamos a equação diferencial para

u = u(φ):

du

dφ
=

du

dr

dr

dφ
= − 1

r2
ṙ
j
r2

= − ṙ
j
. (4.5.2)
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Logo obtemos a equação, de (4.5.1)

(u′)2 =
E2

j2
− u2 + 2Mu3 , (4.5.3)

ou, introduzindo o parâmetro de impacto, d ≡ j
E
,

u′2 =
1

d2
− u2 + 2Mu3 . (4.5.4)

Para resolvermos esta equação tomamos uma expansão do tipo

dimensão
1

L2

u = u0(φ) + (2GM)
︷ ︸︸ ︷

u1(φ)
︸ ︷︷ ︸

+O((2GM)2) . (4.5.5)

É suprimido em relação ao primeiro termo

por um factor de
rS

r⊙
≃ 3

7× 105
≃ 10−6

A equação fica em 1a ordem em 2GM

u′
0
2
+ 4GMu′

1u
′
0 =

1

d2
− u0

2 − 2u0u12GM + 2GMu0
3 . (4.5.6)

Resolvemos esta equação separadamente para os termos com diferentes ordens em GM .

• Em ordem zero - (GM)0 -, (4.5.6) fica:

u′
0
2
=

1

d2
− u0

2 , (4.5.7)

cuja solução é:

u0(φ) =
1
d
sin(φ− φ0) ⇒ r0(φ) =

d
sin(φ−φ0)

⇔ sin(φ− φ0)r0(φ)
︸ ︷︷ ︸

= d . (4.5.8)

y, em coordenadas Cartesianas no plano

Esta solução é uma linha recta (y = d) que passa a uma distância d da origem - Fig.

4.2. Doravante tomamos φ0 = 0 (escolha do sistema de coordenadas).
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d

Figura 4.2: Solução da equação das geodésicas nulas em ordem zero: uma linha recta que
passa a distância d do Sol (que se encontra na origem).

• Em primeira ordem - (GM)1 -, (4.5.6) fica:

2u′
1u

′
0 = −2u0u1 + u0

3 ; (4.5.9)

ou, usando a solução de ordem zero, u0 =
sinφ
d
,

2u′
1

cosφ

d
= −2u1

sinφ

d
+

sin3 φ

d3
. (4.5.10)

Esta equação pode ser integrada após algumas manipulações. Dividindo por cos2 φ,

fica

⇔ 2u′
1

cosφ
+ 2u1

sinφ

cos2 φ
=

sin3 φ

cos2 φ d2

⇔
(

u1

cosφ

)′

=
1

2d2

(
sinφ(1− cos2 φ)

cos2 φ

)

, (4.5.11)

ou ainda

(
u1

cosφ

)′

=
1

2d2

(
1

cosφ
+ cosφ

)′

, (4.5.12)

de onde se vê que a solução é:

u1 = a
︸︷︷︸

cosφ+ 1
2d2

(1 + cos2 φ) . (4.5.13)

constante de integração

Concluimos pois que a solução de (4.5.6) em 2a ordem é, portanto:

u(φ) =
1

d
sin(φ) + 2GM

(

a cosφ+
1

2d2
(
1 + cos2 φ

)
)

+O((2GM)2) . (4.5.14)
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d
φ=0−φ1φ=π+φ2

Figura 4.3: Solução da equação das geodésicas nulas em ordem um: uma linha curva que
passa a distância d do Sol (que se encontra na origem), e faz, assimptoticamente, dois
pequenos ângulos φ1 e φ2 dois pequenos ângulos com a recta obtida em ordem zero.

Quando r →∞, u→ 0; logo

0 =
sin(φ)

d
+ 2GM

(

a cosφ+
1

2d2
(
1 + cos2 φ

)
)

. (4.5.15)

Em ordem zero a solução quando r →∞ seria φ→ 0, π, cf. a recta desenhada na Fig. 4.2.

Agora teremos um pequeno ângulo de desvio - Fig. 4.3.

A equação anterior avaliada em cada um deles é:







φ = −φ1 , 0 = −φ1

d
+ 2GM

(
a+ 1

2d2
× 2
)
,

φ = π + φ2 , 0 = −φ2

d
+ 2GM

(
−a + 1

2d2
× 2
)
.

Somando as duas equações fica

φ1 + φ2

d
=

4GM

d2
, (4.5.16)

ou, para o desvio total, ∆φ ≡ φ1 + φ2, restaurando a velocidade da luz,

∆φ ≡ φ1 + φ2 =
4GM

c2d
. (4.5.17)

Usando, em unidades SI,

G = 6.673× 10−11 , M = M⊙ = 1.983× 1030 , d = R⊙ = 6.955× 108 , c = 2.998× 108 ,

obtemos

∆φ = 0.847× 10−5 rad = (0.485× 10−3)◦ = 0.0291′ = 1.75′′ . (4.5.18)
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Na teoria Newtoniana da gravitação também é posśıvel derivar uma fórmula para a

deflexão da luz num campo gravitacional de um corpo massivo como o Sol, assumindo que

a teoria clássica se mantém válida à velocidade da luz e que os “raios”ou “part́ıculas”de

luz têm uma massa gravitacional igual à sua massa inercial. O primeiro cálculo quantita-

tivo publicado da deflexão da luz por um corpo massivo foi feito por J. Soldner em 1801

(“Ueber die Ablenkung eines Lichtstrahls von seiner geradlinigen Bewegung, durch die At-

traktion eines Weltkörpers, an welchem er nahe vorbei geht”, publicado em J.E. Bode,

Astronomisches Jahrbuch für das Jahr 1809. Berlin p.161 ff.).

Para derivarmos o valor da deflexão na teoria Newtoniana reconsiderámos a equação

de movimento da teoria Newtoniana, (4.4.15)

(
du

dφ

)2

=
2ε

mj2
+

2GM

j2
u− u2 , (4.5.19)

onde j é o momento angular por unidade de massa. Tal como anteriormente fazemos

u(φ) = u0 + V (φ) , (4.5.20)

e escolhemos u0 de modo a eliminar o termo linear em V . A equação fica:

(V ′)2 =

(
2ε

mj2
+

2GM

j2
u0 − u2

0

)

+ V

(
2GM

j2
− 2u0

)

− V 2 . (4.5.21)

Escolhemos u0 =
GM
j2

; logo:

(V ′)2 =
2ε

mj2
+

(
GM

j2

)2

︸ ︷︷ ︸

−V 2 . (4.5.22)

A2

A solução é

V (φ) = A sin(φ− φ0) . (4.5.23)

Logo

r(φ) =
1

GM
j2

+

√
(

GM
j2

)2

+ 2ε
mj2

sin(φ− φ0)

. (4.5.24)
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Em contraste com o caso relevante para as órbitas planetárias, em que procuravamos soluç

ões eĺıpticas, neste caso é uma hipérbole (ou parábola) que procuramos. Em concreto,

queremos perceber qual o ângulo φ quando r →∞ (tomamos φ0 = 0). Usando a parame-

terização da Fig. 4.3







GM
j2

+

√
(

GM
j2

)2

+ 2ε
mj2

sin(0− φ1)
︸ ︷︷ ︸

= 0 ,

≃ −φ1

GM
j2

+

√
(

GM
j2

)2

+ 2ε
mj2

sin(π + φ2)
︸ ︷︷ ︸

= 0 .

− sin φ2 ≃ −φ2

Logo

φ1 = φ2 ≃
GM
j2

√
(

GM
j2

)2

+ 2ε
mj2

. (4.5.25)

Concluimos que a deflexão é total é:

∆φ = φ1 + φ2 =

2GM
j2

√

2ε
mj2

+
(

GM
j2

)2
=

2
√

1 + 2εj2

m(GM)2

. (4.5.26)

Para simplificar este resultado, notamos que mj√
2mε

= d, parâmetro de impacto, i.e.
(
momento angular total

momento total

)

. Logo

2εj2

m(GM)2
=

2ε

m

1

(GM)2
d2(2mε)

m2
=

(
2ε

m

)2
d2

(GM)2
. (4.5.27)

Notamos ainda que a energia total

ε =
1

2
mc2 = Ec + Epotencial . (4.5.28)

Ou seja, a velocidade das part́ıculas de luz irá variar ao longo da trajectória e será c apenas

quando Ep = 0. Consequentemente,

2εj2

m(GM)2
=

4d2
(
2GM
c2

)2 =

(
2× distância mı́nima

raio de Schwarzschild

)

≫ 1 . (4.5.29)
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Concluimos, finalmente, que o resultado (4.5.26) pode ser aproximado por

∆φ ≃ 2
√

d2

(GM
c2
)
2

=
2GM

dc2
, (4.5.30)

exactamente metade do valor relativista (4.5.17).

Nota histórica: A deflexão de um raio de luz pelo Sol é normalmente apontado como,

historicamente, a segunda confirmação observacional da Relatividade Geral, mas foi, ver-

dadeiramente, a primeira confirmação de uma previsão da teoria. Não foi apenas bem

sucedida, foi um autêntico fenómeno. A sua confirmação experimental aconteceu apenas

em 1919, apesar de a previsão teórica ser de Novembro de 1915, mas a primeira guerra

mundial dificultava a organização da expedição para medir o efeito. Em Março de 1917

o astrónomo real britânico Sir Frank Watson Dyson chamou a atenção para a excelência

da configuração das estrelas do eclipse de 29 de Maio de 1919 para medir a alegada de-

flexão. Formaram-se duas expedições inglesas, uma a Sobral no Brasil, chefiada por Andrew

Crommelin do observatório de Greenwich e outra à ilha do Pŕıncipe, no então português

arquipélago de São Tomé e Pŕıncipe, chefiada por Arthur Eddington de Cambridge. O

seu objectivo era medir a deflexão da luz medida pela Relatividade Geral: 1.75” para um

raio de luz tangente ao Sol. As observações teriam de ser feitas durante um eclipse total,

altura em que seria posśıvel ver estrelas muito próximas do Sol. Fotografias do campo de

estrelas eram feitas durante o eclipse e comparadas com fotografias do mesmo campo de

estrelas quando o Sol não estava presente, determinando-se o deslocamento angular de cada

estrela. Em 6 de Novembro de 1919, numa reunião conjunta da Royal Society e da Royal

Astronomical Society, Dyson, assistido por Crommelin e Eddington afirmou, sob o retrato

de Newton, “Após um estudo cuidadoso das placas estou preparado para afirmar que elas

confirmam a previsão de Einstein”(Subtil é o Senhor, pág. 374). Nesse dia Einstein, que já

havia sido “beatificado”em 1905, foi ‘canonizado”! O anúncio dos resultados dos Eclipses

de 1919, capturaram a atenção de um público ainda desgastado pela 1a Guerra Mundial e

fizeram de Einstein uma celebridade. Contudo Einstein estava tão convencido da correcção
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da sua teoria pela sua elegância e consistência interna que se diz ter comentado que “teria

pena do Todo Poderoso se os resultados não tivessem concordado com a teoria!”

Mas na verdade as observações de 1919 estavam cheias de posśıveis erros sistemáticos e

as expedições subsequentes pouco melhoraram este estado das coisas. Os resultados destas

e outras expedições foram [7] (em termos da previsão da RG, ∆φRG):

Eclipse No de estrelas d (em R⊙) ∆φ/∆φRG Re-análises

1919 (Sobral) 7 2 1.13 ± 0.07 1.0 a 1.3

1919 (Pŕıncipe) 5 2 0.92 ± 0.17

1922 92 2.1 0.98 ± 0.06 1.3 a 0.9

1922 145 2.1 1.04 ± 0.09 1.2

1922 14 2 0.7 ± 1.3

1922 18 2 0.8 ± 1.2

1929 17 1.5 1.28 ± 0.06 0.9 a 1.2

1936 25 2 1.55 ± 0.15 1.6 ± 0.2

1936 8 4 0.7 a 1.2

1947 51 3.3 1.15 ± 0.15 1.0 a 1.4

1952 10 2.1 0.97 ± 0.06 0.82 a 0.09

1973 39 2 0.95 ± 0.11

Muitos deste resultados estavam contaminados por fontes de erro que inclúıam:

• mudanças de escala desconhecidas entre as fotos do campo de estrelas com e sem Sol;

• condições precárias associadas a mau tempo e locais exóticos onde as expedições acon-

teciam.

Por volta de 1960 o melhor que se podia dizer é que o valor seria certamente mais do

que 0.83”, metade do valor de Einstein, o valor Newtoniano obtido por Soldner em 1801

e re-publicado por Lénard em 1921, um conhecido Nazi, para desacreditar “a ciência

judaica”de Einstein. Para além disso o assunto não estava esclarecido e só depois de 1960

foi incontornavelmente confirmado.
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4.6 O desvio para o vermelho gravitacional

O terceiro teste clássico da Relatividade Geral é o desvio para o vermelho gravitacio-

nal. Podemos derivar o efeito para um campo gravitacional esférico usando a métrica de

Schwarzschild.

Consideremos dois relógios exactamente iguais, em r = rA e r = rB, rA > rB > 2M ,

com θA = θB e φA = φB, em coordenadas de Schwarzschild. O relógio B emite sinais de

luz com intervalos ∆τB, que são recebidos pelo relógio A. Mas com que intervalo?

Recordemos a métrica de Schwarzschild:

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt2 +
dr2

1− 2M
r

+ r2(dθ2 + sin2 θ dφ2) . (4.6.1)

Para dois acontecimentos que tomam lugar no mesmo r, θ, φ, como a emissão de dois raios

de luz consecutivos em B, o elemento de intervalo é

ds = −
√

1− 2M

rB
dt . (4.6.2)

O elemento de intervalo é, para o observador em B, o elemento de tempo próprio

ds = −dτB = −
√

1− 2M

rB
dt ⇒ ∆τB =

√

1− 2M

rB
∆t . (4.6.3)

∆t pode ser visto como o tempo próprio entre os dois eventos para o observador no infinito.

Note-se que ∆t > ∆τB, o que demonstra desde já que o tempo passa mais devagar à medida

que o campo grav́ıtico se torna mais forte. Para o observador que se encontra em A,

∆τA =

√

1− 2M

rA
∆t . (4.6.4)

Como ∆t é o mesmo em (4.6.3) e (4.6.4) obtemos

∆τA
∆τB

=

√
√
√
√

1− 2M
rA

1− 2M
rB

. (4.6.5)

Como rA > rB, ∆τA > ∆τB : A observa a emissão dos dois raios de luz, i.e., recebe-os, com

um intervalo de tempo próprio maior do que o intervalo entre a emissão (dos mesmos dois

raios) medido por B.
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Para um espaço tempo arbitrário o resultado generaliza-se facilmente

∆τA
∆τB

=

√

g00(rA)

g00(rB)
. (4.6.6)

No limite Newtoniano g00(r) = −(1 + 2φ(r)), φ≪ 1. Logo

∆τA
∆τB

=

√

1 + 2φ(rA)

1 + 2φ(rB)
≃ 1 + φ(rA)− φ(rB) . (4.6.7)

Pensando agora na frequência de um sinal electromagnético

ν ∝ 1

∆t
⇒ νB − νA

νA
≃ φ(rA)− φ(rB)

c2
. (4.6.8)

Esta é a fórmula do ”redshift”gravitacional em termos do potencial grav́ıtico Newtoniano.

Se o campo grav́ıtico é aproximadamente constante com aceleração g, como na superf́ıcie

da Terra, e rA − rB = h

νB − νA
νA

≃ gh

c2
. (4.6.9)

Esta fórmula foi derivada por Einstein em 1911, usando os prinćıpios da relatividade restrita

e conservação de energia (cf. caṕıtulo 2). Pode também ser derivada usando o prinćıpio da

equivalência e relatividade restrita. Para experiências feitas à superf́ıcie da Terra, o efeito

é extremamente pequeno. Foi medido pela primeira vez em 1960, na famosa experiência

de Pound e Rebka, refinada por Pound e Snider (1964,65) que verificou o efeito com erro

inferior a 1%. A experiência original foi realizada no Jefferson Laboratory na Universidade

de Harvard, usando uma torre com 22.6 m de altura, o que pela fórmula do redshift dá

∆ν

ν
≃ 2.46× 10−15 . (4.6.10)

Era por isso necessário conhecer a frequência da radiação com uma precisão extra-ordinária!

O que tornou a experiência posśıvel foi que 2 anos antes (1958) Rudolf Mössbauer descobrira

o efeito que tem o seu nome - efeito de Mössbauer (Nobel 1961) que consiste no seguinte:

• Núcleos atómicos excitados decaem para o estado fundamental emitindo um fotão;
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• A energia do fotão é a diferença de energia dos ńıveis nucleares menos a energia perdida

por recúo do átomo emissor;

• Se a energia perdida for pequena então o fotão pode ser absorvido por um segundo núcleo

do mesmo tipo;

• Esta emissão/absorção dizem-se ressonantes.

Mössbauer observou emissão/absorção em átomos em sólidos e explicou-a. O efeito Möss-

bauer criava emissão ressonante. Mas o “redshift”gravitacional alterava a frequência evi-

tando a absorção ressonante. Pound e Rebka dava uma pequena velocidade ao emissor

de modo a que o efeito Doppler compensasse o redshift e existisse absorção. Quando isso

acontecia, sabendo a velocidade sabiam o redshift.
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