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CAPITULO 1

Relatividade Restrita

A teoria da relatividade tem a sua génese no electromagnetismo classico. Neste capitulo
comecamos por abordar a questao do grupo de simetria da mecanica Newtoniana e enun-
ciaremos o principio da relatividade de Galileu, bem como a sua associada lei da adi¢do de
velocidades. Seguidamente discutirmos como a teoria electromagnética de Maxwell preve
uma velocidade bem definida para a propagacao das flutuacoes do campo electromagnético
no vacuo, sem especificar o associado referencial inercial. Segue-se a hipdtese do éter e a
sua refutacao experimental pela experiéncia de Michelson e Morley. Enunciaremos entao
o principio da relatividade de Einstein que forma a base da relatividade restrita. Seguir-
se-4 uma discussao das consequéncias fisicas deste principio, recorrendo a diagramas de
espago-tempo. Concluiremos com uma discussao da mecanica relativista. Grande parte

deste capitulo é baseado nas quatro primeiras secgoes do livro [1].

1.1 O grupo de simetria da Mecanica Newtoniana

Em 1686-87, Isaac Newton (1642-1727) apresentou na sua principal obra Philosophiae

Naturalis Principia Mathematica as leis da mecanica Newtoniana e em particular a sua

equacao do movimento (2% lei de Newton) que relaciona a forga com a variacdo da quanti-
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1.1 O grupo de simetria da Mecanica Newtoniana 3

dade de movimento

= dp dr
F_2r P =mi = m— . 1.1.1
at P T (1.1.1)
Se a massa m é fixa, como por exemplo para uma particula pontual,
. 27 .
F=m—=m2x. 1.1.2
o (1.1.2)

Por definicao um referéncial (isto é um sistema coordenado) em que as equagoes de
Newton tomem a forma (1.1.2) denomina-se referencial inercial. Referénciais inerciais nao
estao definidos unicamente. Se O é um referencial inercial, entao todos os referéncias O’

relacionados com O por

i) uma translagao espacial;

ii) uma rotagao de um angulo constante (independente do tempo);
iii) uma translagao da origem do tempo;

iv) um movimento com velocidade constante;

sao também referénciais inerciais. Referéncias acelerados, como por exemplo um sistema
em rotagao rigida com velocidade angular constante, nao sao referénciais inerciais (ex: num
carrossel surge uma forca de inércia - a forga centrifuga).

Este tipo de transformacoes geram um grupo no sentido matemaéatico, denominado grupo

de Galileu, que ¢é o grupo de simetria das equacoes de Newton. Recordemos a definicao de

grupo.

Definigao: Um grupo G é um conjunto de elementos {g} com uma lei de composigao

‘o’ que obedece as seguintes condigoes:

i) O grupo é uma estrutura fechada: g; 0 go € G, Vg1, g2 € G;

ii) A lei de composicao do grupo é associativa: (g10g2)ogs = g10(g2093) , Y91, g2, 93 € G;
iii) Existe um elemento neutro (identidade) denotado por 1: 1og=go1, Vg € G;
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4 Relatividade Restrita

iv) Existe um inverso para qualquer elemento do grupo g, que é denotado por g—!:

Vg ,3g ' gog =g log=1.

Nota: o grupo de Galileu é um grupo de Lie. Um grupo de Lie é um grupo continuo,
isto é um grupo cujos elementos sao rotulados por parametros que variam continuamente.
Essa continuidade dé uma estrutura de variedade diferencidvel aos grupos de Lie, com uma

determinada geometria local e uma determinada topologia.

Iremos agora estudar os tipos de transformacoes de coordenadas referidos em cima que

deixam as equagoes de Newton (1.1.2) invariantes em mais detalhe.

1.1.1 Invariancia por translacoes

Os resultados experimentais nao devem depender da escolha da origem do sistema de
coordenadas Cartesianas usado. Esta propriedade é denominada homogeneidade do espaco.

Logo, se existir um sistema de massas My entao as equacoes do movimento
me’: FN s (113)

devem ser invariantes quando é feita uma translacao por um vector constante b, isto é,

quando se faz a substituicao
TN:TN+b:>7“N:7‘_‘)N :>7?]\l[:77]v, F:]/V:F;N (114)

Substituindo (1.1.4) em (1.1.3) é trivial concluir que as equagoes de Newton sao invariantes;

isto é, no novo referencial temos

myr = Fy . (1.1.5)

H4, no entanto uma subtileza. Porque é que a forca a actuar na mass my é a mesma no

referencial @ e 0’7 De facto poderiamos ter escrito a lei de Newton na forma

mN%’: ﬁN(FM,FM,t) s (116)
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1.1 O grupo de simetria da Mecanica Newtoniana 5

dado que a forca pode depender da posicao e da velocidade de todas as massas e ser uma

funcdo do tempo. Assim, vemos explicitamente que a substituicio 7y = 7y + b leva a
mnt = Fi(Fry — b, 7y, t) (1.1.7)

Ora, (1.1.7) e (1.1.6) tém a mesma forma somente se a forga exercida na massa my nao
depender das posicoes absolutas 7, das outras massas mas somente das posicoes relativas

v — . Nesse caso temos que

Fy = Fx(fy — Par, i, t) — Fy = Fx(Fy — Py g £) (1.1.8)

e como tal a dependéncia em b desaparece. Sistemas fechados, em que todas as forcas sao

parte do sistema geralmente tém esta proprieadade (ex: um sistema de massas interagindo
gravitacionalmente, segundo a lei da gravitacao Newtoniana).

De um modo andlogo, os resultados experimentais nao devem depender na escolha da

origem do tempo. Esta propriedade é denominada homogeneidade do tempo. As equagoes

de Newton devem por isso ser invariantes quando se faz uma translacao temporal:
t'=t+0b. (1.1.9)

Inspecionando as equacgoes (1.1.6), observamos que esta invariancia s6 é garantida caso as
forgas nao dependam explicitamente do tempo (isto é, as forcas s6 dependem do tempo
através do movimento das fontes das forcas). Este serd o caso para sistemas fechados.
Assim, para sistemas fechados, as leis da natureza (leis de Newton) nao permitem uma
verificagao experimental, ou até uma definicao com significado, de localizagao absoluta no

espago ou no tempo.

1.1.2 Invariancia por rotacoes

Rotagoes, como por exemplo uma rotagao simples em torno do eixo z por um angulo ¢ -

Fig. 1.1, que transforma as coordenadas do modo

¥ = xcos¢+ ysin ¢ Yy = —zsing +ycose , 2=z, (1.1.10)

Carlos Herdeiro



6 Relatividade Restrita
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Figura 1.1: Uma rotagao em torno do eixo z de um angulo ¢.

sao eficientemente descritas usando matrizes. Para introduzirmos a notagao matricial,

comecamos por introduzir a notagao
r=2'=1x, Ty =2 =1y, r3=2=2. (1.1.11)

Doravante, usaremos a convencao de soma de Einstein que é usual em relatividade: existe
uma soma implicita sempre que aparecerem (num factor) dois indices repetidos, um co-
variante (em baixo) e outro contra-variante (em cima).

Uma rotagao genérica é uma transformacao linear que pode ser escrita em duas formas

equivalentes

¢ _ i g _n

' = D" 2l zy =D, z; . (1.1.12)

Usamos uma notagao em que os sistemas de coordenadas inicial e final se distinguem pela
A~ . - 7 . . . . -/

auséncia ou presenga de uma linha no indice. Assim, o sistema de coordenadas {z'} ({z" })

é o sistema de coordenadas inicial (final). A matriz D

; medeia a transformagao entre os

dois sistemas de coordenadas e portanto tem os dois tipos de indices.

Uma rotagao rigida preserva os comprimentos e os angulos. Consideremos dois vectores
arbitrdrios ' e £%. O seu produto escalar ficara inalterado pela rotacao. Sendo os vectores

transformados
vy =D, x;, €& =D"¢" (1.1.13)
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1.1 O grupo de simetria da Mecanica Newtoniana 7

a invariancia do produto escalar origina a condicgao:
T N N k_ . ej
Como 7 e £ sao vectores arbitrarios concluimos que
ipi' _ §i
D, D" ) =0 (1.1.15)

Esta é a condi¢ao que a matriz D é ortogonal (isto é, que a matriz vezes a sua transposta
¢ igual a identidade). Por outro lado, tirando o determinante dos dois lados da equacao

matricial (1.1.15) obtemos

(detD)*> = 1. (1.1.16)

As transformagoes com det D = 41 sao rotagoes; por exemplo a rota¢ao (1.1.10) é descrita

por
cosp sing 0
D,” =| —sing cos¢ 0 | - (1.1.17)
0 0 1
Transformagoes com det D = —1 contém reflexoes, como por exemplo a inversao
=z -1 0 0
y=y ., DJ=[ 0 -1 0 |. (1.1.18)
2=z 0 0 -1

Podemos agora aplicar facilmente uma rotacao as equagoes de Newton. Primeiro ob-

servemos que para rotagoes independentes do tempo

-/

o' =D" @ = & =D (1.1.19)

Desde ja notamos que no caso da matriz de rotagao depender do tempo, havera termos
adicionais no lado direito da tltima equagao. Segundo, observamos que a forca F é um
vector; logo as suas componentes F' transformam-se, sob a accao de uma rotacao, da
mesma maneira que as componentes do vector posicao z'. Terceiro, escrevendo as equacoes

de Newton em componentes

FI=mil | (1.1.20)

Carlos Herdeiro



8 Relatividade Restrita

. ~ -/
e actuando em ambos os lados com a matriz de rotagao D" ;, obtemos

L L y »
D" ,;F7 =mD" i’ & F' =mi" (1.1.21)
de modo a que no novo referencial as equacoes do movimento tomam a mesma forma. Mas

mais uma vez, se considerarmos os argumentos das componentes da forca temos

mi’ = D" [FV(a', @' t) = F¥ (2", 3", t) (1.1.22)
vemos que F* pode depender dos argumentos errados (i.e. escritos no referencial inicial).
Este nao serd o caso se a forca depender somente de invariantes, o que acontecerd fre-
quentemente (ex: se a forga depender apenas da diferenca de posi¢oes como para a forga
gravitacional Newtoniana).

Assim, como a forca é um vector, para sistemas fechados em que a forca depende
apenas de quantidades invariantes por rotagoes, as equacoes do movimento sao invariantes

sob rotacoes e nao permitem defini¢oes com significado de direccao absoluta no espago.

1.1.3 Invariancia por transformacoes de Galileu

Consideremos agora que os dois referenciais O e @’ se movem com velocidade relativa

constante

/

Py =Ty — Ut , t'=t. (1.1.23)
A esta transformagao chama-se transformacao de Galileu. Logo

Fe=fy—0, T =r, (1.1.24)
e como tal as equagoes do movimento (1.1.6) transformam-se como

Concluimos que a constante v’ nao aparece no calculo da aceleracao, mas pode ainda apa-
recer nos argumentos da forga. As equagoes sao, no entanto invariantes se apenas posicoes
relativas 7y — 7y (como no caso da invariancia por translagoes) e velocidades relativas

'y — "y entrarem nos argumentos da forca. Este é normalmente o caso quando os sistemas
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1.1 O grupo de simetria da Mecanica Newtoniana 9

sao fechados e as equacoes do movimento estao apropriadamente escritas. Consideremos
como um exemplo o movimento num campo gravitacional constante e sob a influéncia de
atrito (a resisténcia do ar):

mr = —ar —mg . (1.1.26)

A primeira vista, devido a dependéncia explicita em 7 que ocorre nesta equagcao, esta forca
parece ser um contra-exemplo a invariancia de Galileu. Contudo, aquilo que realmente
entra na equacao é a velocidade relativamente ao ar (que é a causa do atrito). Reescrevendo
a ultima equacao na forma

mr = —a(i — Tp) — mg (1.1.27)

a invariancia sob uma transformacao de Galileu torna-se manifesta.
Assim, em sistemas fechados, as equacoes do movimento sdo invariantes sob trans-
formacoes de Galileu. Como tal uma velocidade absoluta nao pode ser definida. Podemos

agora enunciar o Principio da relatividade de Galileu:
7As leis da fisica sao as mesmas em todos os referéncias inerciais...”

. e na mecanica Newtoniana os referéncias inerciais relacionam-se entre si por translagoes
do espaco e do tempo, rotagoes rigidas independentes do tempo e transformagoes de Galileu.
Na sua forma original, o principio da relatividade de Galileu foi primeiramente enunciado
por Galileu Galilei (1564-1642) em 1632, no seu Dialogo sopra i due massimi sistemi del
mondo usando a metafora de um barco para demonstrar que as leis da fisica sao as mesmas

em dois referénciais relacionados por uma transformagao (agora denominada) de Galileu.

1.1.4 Lei da adicao de velocidades

Consideremos trés referenciais inerciais @, O and O”. Todos os trés referenciais estao
relacionados por transformagoes de Galileu. Seja v7 a velocidade de O relativamente a O
e v3 a velocidade de O relativamente a O'. Qual a velocidade de O” relativamente a O7

Usando (1.1.23) rapidamente observamos que

/

Ty =Ty — Uit t'=t, (1.1.28)
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10 Relatividade Restrita

N — TN - ’172t/ 5 t// — t/ 7 (1129)

logo

"

FN - FN - (’171 -+ Uz)t y t// =1. (1130)

Logo a velocidade de O relativamente a O é pura e simplesmente
Uy + U . (1.1.31)

Esta é a (bem natural) lei da adigao de velocidades para referéncias inerciais em Mecanica

Newtoniana.

1.2 A teoria electromagnética de Maxwell

As quatro equacoes que actualmente denominamos equacoes de Mazwell podem ser encon-
tradas em forma reconhecivel (mas ndo moderna) no artigo de James C. Maxwell (1831-
1879) de 1861 On Physical Lines of Force. Aparecem posteriormente também no artigo
de Maxwell de 1865 A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field e no volume 2 do
seu livro A Treatise on Electricity € Magnetism pubicado em 1873. Recordemos a forma

destas equacoes:

(@) V-B=0 @) v - E=2
€0

_ YD . 2 —’_z @
(tii) VX E = (w)chB—EOJrat

(1.2.1)

Nestas equacoes surgem duas constantes: €y, a permissividade eléctrica, que surge na lei
de Coulomb e no vazio vale ¢y = 8.854187817... x 10712 A- s/(V- m) e pg, permeabilidade
magnética, que surve na lei de Biot-Savart e no vazio vale jg = .2566370614... x 1076 N A2,
A dltima é normalmente substituida pela velocidade da luz, ¢ = 1/\/€fg = 299,792,458
m/s.

—

A equacao (i) permite-nos definir o potencial magnético, A,

—

V.- B=0 = B=VxA, (1.2.2)
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1.2 A teoria electromagnética de Maxwell 11

que usando na equagao de Maxwell-Faraday (iii) nos permite escrever esta como
Vx(E+—)=0 = E:_v¢_8_

1.2

onde ¢ é o potencial electrostatico. As duas equagoes (1.2.2) e (1.2.3) definem os poten-

—

ciais electromagnéticos (¢, A). Note-se que estes nao sao unicos. Isto é, para os mesmos

—

E, B existe uma classe de equivaléncia de diferentes escolhas para ¢ e A a que se chama
“equivaléncia de gauge”. Uma gauge particularmente interessante é a gauge de Lorentz em

que os potenciais obedecem a

L 186
V'Aﬁ*ga—

Dado o estudo que fizemos das equacoes da mecanica de Newton, uma pergunta natural

0. (1.2.4)

é: Qual o grupo de transformacoes que deixa estas equacoes invariantes? Este estudo, que
é essencialmente matematico pode ser feito e conclui-se que o grupo é diferente do grupo
de Galileu (denomina-se grupo conforme e tem como sub-grupo o grupo de Poincaré). Aqui
optaremos por um caminho mais fisico para derivar este grupo de transformacoes. Para
isso comecemos por mostrar que as equagoes de Maxwell implicam a existéncia de ondas

electromagnéticas no vacuo que se propagam com uma velocidade bem definida.

1.2.1 Ondas electromagnéticas no vacuo

No vécuo a densidade de carga e de corrente eléctrica sao nulas p = 0 = 7. Usando (1.2.3)

em (1.2.1) (ii) obtemos
0

Ad+ —V- A= 1.2.
¢+ 8tv 0, (1.2.5)
onde A¢p = V - V¢ é o Laplaciano, ou, na gauge de Lorentz (1.2.4)
1 9%
———4+Ap=0. 1.2
2 Ot? +Ag=0 (1.2.6)
Analogamente, usando (1.2.2) e (1.2.3) em (1.2.1) (iv) obtemos
. . A
gVXVXA:gVWuQ—%ﬁ; (1.2.7)

usando a seguinte identidade vectorial para o rotacional do rotacional de um vector:
VxVxA=V(V-A)—-AA, (1.2.8)
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12 Relatividade Restrita

(1.2.7) fica
1 PA

—5 o TAA=0. (1.2.9)

As equagoes (1.2.6) e (1.2.9) sdao equacgoes de onda. Informam-nos que, no vacuo, hé
solugoes para os potenciais electromagnéticos (e também para os campos) em que estes
oscilam periodicamente no tempo; para além disso estas flutuagoes propagam-se com uma

velocidade dada pela constante ¢, que denominamos velocidade da luz.

Mas a conclusao anterior é problematica. A derivacao que acabamos de fazer é valida
em qualquer referencial onde as equagoes de Maxwell tenham a forma (1.2.1). Logo, em
todos estes referenciais as ondas electromagnéticas propagam-se com velocidade c¢. Mas
esta conclusao é paradoxal tendo em vista a lei da adi¢ao de velocidades (e o associado
grupo de simetria) da mecanica Newtoniana: se num referencial inercial O a velocidade da
luz for ¢ num outro referencial inercial O" que se desloca relativamente a O com velocidade

v (na direcgdo = por exemplo), a velocidade da luz na direcgao x deveria ser ¢ — v e nao c.

Surgem duas hipoteses:

Hipdtese 1 (hipdtese do éter): Existe um referencial priveligiado relativamente ao qual
a velocidade da luz é ¢. Chamemos-lhe éter. O éter seria no fundo o meio em que
a luz se propaga. De facto, todas as manifestacoes ondulatérias conhecidas na fisica
até a altura, propagavam-se num meio (vibragoes actusticas, ondas num lago, ...). A

velocidade ¢ seria portanto a velocidade da luz relativamente ao éter.

Hipdtese 2 (hipdtese da constancia da velocidade da luz) : O grupo de simetria
da natureza nao é o grupo de Galileu mas o grupo de simetria das equacoes de
Maxwell. E as leis de transformagao entre os referenciais inerciais, definidos agora
como aqueles em que as equagoes de Mazwell tomam a forma (1.2.1), sdo tais que a

velocidade da luz é ¢ relativamente a todos eles.

Qual das hipoteses descreve correctamente a natureza teria de ser decido pela experiéncia.
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1.3 A experiéncia de Michelson e Morley 13

//@T\
Nt 4

I

1YY T Y Y TYYT 7T Y

Figura 1.2: Tlustracao do vento de éter no sistema Terra-Sol, assumindo a sua constancia
relativamente ao Sol. Retirada de [3]

1.3 A experiéncia de Michelson e Morley

A experiéncia de Michelson e Morley foi executada em 1887 por Albert Michelson (fisico
Americano nascido na Prussia, hoje parte da Polénia, 1852-1931) e Edward Morley (fisico
Americano, 1838-1923), na actual Case Western Reserve University, Cleveland, Ohio,

EUA. O resultado desta experiéncia é a primeira evidéncia contra a hipdtese do éter.

A hipétese do éter afirmava que a luz se propaga num meio - o éter - e a sua velociade
¢ c relativamente a este meio. Ora, o nosso planeta - a Terra - viaja a uma velocidade de
cerca de 30 km/s (108,000 km/hora) em torno do Sol. O Sol por sua vez viaja em torno do
centro galdctico a uma velocidade de cerca de 220 km/s. Existe ainda toda uma hierarquia
de movimentos da nossa galaxia, enxame local de galaxias, etc. Como a Terra estd em
movimento, esperava-se, de acordo com a hipdétese do éter, que na Terra se sentisse um
vento de éter - Fig. 1.2. Claro que poderia acontecer que, num dado instante de tempo,
o movimento da Terra fosse exactamente o do éter; mas como o movimento da Terra tem
variagoes de velocidade quer em magnitude quer em direccao, a Terra nao poderia estar em
repouso relativamente ao éter sempre. Por isso, em qualquer ponto da Terra, a magnitude

e direccao do vento do éter seriam funcoes do tempo.

Dado este cenario, pode-se sugerir o seguinte principio para testar a hipotese do éter:

analisando a velocidade da luz em diferentes direcgoes e em varios instantes de tempo,
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14 Relatividade Restrita

poder-se-ia medir o movimento da Terra relativamente ao éter. Contudo, a grande di-
ficuldade em planear uma experiéncia baseada neste principio reside no facto de que a
velocidade da Terra relativamente ao Sol (que serve de estimativa para a velocidade do
vento de éter na Terra) é apenas uma parte em 10000 da velocidade da luz, pelo que ter-
se-ia de medir a velocidade da luz em diferentes direcgoes com esta precisao. Ora, este
requerimento era pura e simplesmente demasiado exigente para qualquer aparato experi-
mental dos meados do sec. XIX. Por exemplo, o aparato de Fizeau-Foucault podia apenas

medir a velocidade da luz com uma precisao de 5%.

1.3.1 O interferometro de Michelson

O que permitiu a experiéncia de Michelson e Morley foi o desenvolvimento do inter-
ferometro de Michelson. O aparelho desenhado por Michelson, mais tarde designado por
inteferometro, possuia uma unica fonte de luz. A luz era enviada através de um espelho
semi-prateado, que separava o feixe em dois, que viajavam em duas direcgoes perpendicu-
lares entre si. Depois de sairem do espelho semi-prateado (divisor ou splitter), os feixes
viajavam até ao final de bracos onde eram reflectidos de volta em espelhos. Voltavam entao
ao lado mais afastado do divisor onde interferiam, construtivamente ou destrutivamente,
dependendo do tempo de viagem ao longo dos bracos - Fig. 1.3.

Se a Terra viajava através do éter, um feixe emitido e reflectido paralelo ao vento do
éter demoraria mais tempo do que um feixe reflectido perpendicular ao éter, dado que o
tempo ganho a viajar a favor do vento é menor do que o tempo perdido a viajar contra
o vento. Verifiquemos isto. Para tal consideremos a Fig. 1.4, diagrama 1, relativamente
a qual a descrigao seguinte se refere. Seja sa um raio de luz que é parcialmente reflectido
para ab e parcilamente transmitido para ac, sendo devolvido pelos espelhos b e ¢ ao longo
de ba e ca. ba é parcialmente transmitido ao longo de ad e ca é parcialmente reflectido
para ad. Os dois raios irao interferir em ad.

Suponhamos agora que, estando o éter em repouso, o aparato experimental se move na
direccao sc, com a mesma velocidade que a Terra se move na sua Orbita v. As direccoes

e distancias percorridas pelos raios serao alteradas - Fig. 1.4, diagrama 2: o raio sa é
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espelho

fonte de luz > espelho

espelho
semi-prateado

detector

Figura 1.3: Tlustragao do interferémetro de Michelson. Adaptada de [3]

hl b .
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d
a ;I
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d

Figura 1.4: Tlustragao do interferémetro de Michelson usada no artigo original de Michelson
e Morley [5].
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reflectido para ab e devolvido pelo espelho para ba,, seguindo para o foco do detector. O
raio transmitido segue ao longo de ac, ¢ devolvido ao longo de ca/, sendo reflectido em
a, para ase, onde interfere com o primeiro raio. Consideremos a diferenca entre os dois
caminhos aba, e aca;, assumindo que os tamanhos ac e ab sao iguais a D. O tempo de
viagem aca, €

D D 2D 2D 2\ ! 2D V2 4
Ataca/: + — 2 02— <1_v_> <1+ +O(v )) ;

v4+c c—v 2 —w c c? c
(1.3.1)

onde usdmos o facto de que v/c < 1. Por outro lado, o tempo do percurso aba, é dado pelo

seu comprimento (obtido usando o teorema de Pictagoras com lados D e v/cD) dividido

por c:
2D v 2D v? v
Atgpe, = —14/ 1 1+—+0 . 1.3.2
e e ( ot ( )) ( )
Logo
D v? gD
At aca/ Ataba/ = ?0—2 ~ 10 ? s (133)

onde usamos v = 30 km/s e ¢ = 300,000 km/s. Nas experiéncias de Michelson originais,

D = 2 x 10° comprimentos de onda da luz usada (amarela). Logo,
C(Ataw/ — Ataba/) = 0.02 comprimentos de onda . (1.3.4)

Se repetirmos de seguida a experiéncia com o aparato rodado de 90° obtemos, obviamente,
o resultado anterior com sinal contrario. Subtraindo os dois resultados, de modo a cancelar
alguma assimetria dos bragos, o deslocamento esperado das franjas de interferéncia é de
0.04 comprimentos de onda. Como a distancia entre dois méximos de luminosidade con-
secutivos nas franjas é um comprimento de onda, esperava-se um desvio de 4%. Na Fig.
1.5 mostramos uma montagem experimental simples de um interferémetro de Michelson
moderno e o padrao de franjas de interferéncia obtidas.

Michelson fez as suas primeiras experiéncias com esta montagem experimental em 1881,
ainda na Alemanha. Em 1887, juntou esforcos com Morley para melhorar o seu anterior
prototipo e aumentar a sua precisao. Na sua experiéncia, a luz era repetidamente reflectida

ao longo dos bragos, aumentando o tamanho efectivo do brago para 11m (tamanho para
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1.3 A experiéncia de Michelson e Morley 17

Figura 1.5: Foto de uma montagem experimental de um interfermetro de Michelson mo-
derno, que usa um LASER de luz vermelha e das franjas de interferéncia obtidas. Adaptada
de [4, 3]

o qual o desvio das franjas devia ser cerca de 0.4 comprimentos de onda - uma ordem de
grandeza acima do valor anterior). Para ser facilmente detectével, o aparato foi colocado
numa sala fechada na cave de um edifificio de pedra, eliminando a maioria das vibragoes e
efeitos termicos. Para além disso, as vibragoes foram reduzidas construindo o aparato em
cima de um enorme bloco de marmore que foi colocado a flutuar numa piscina de mercirio

- Fig 1.6. Com este aparato, o erro experimental era menor do que 0.01 franjas.

A piscina de merctrio permitia que o aparato pudesse ser rodado por qualquer angulo.
Assim, mesmo num periodo curto de tempo, algum efeito teria de ser visivel simplesmente
rodando o aparelho, de modo a que os bragos fizessem diferentes angulos com o vento de
éter. De facto, em cada rotacao completa do aparelho, cada bracgo estaria paralelo ao vento
duas vezes (paralelo e anti-paralelo) e perpendicular a ele outras duas. Logo, uma curva
sinusoidal para o desvio das franjas com dois picos e dois minimos devia ser visivel. Para
além disso, durante periodos mais longos, ciclos dia/noite ou ciclos anuais teriam também
de ser visiveis. De facto, se o vento fosse apenas devido a orbita da terra em torno do sol,
o vento mudaria de para a direccao oposta em periodos de 12 horas. Nesta idealizacao
de que a causa principal da variacao do vento é o movimento da Terra em torno do Sol,

haveria um ciclo anual detectavel pela variacao da magnitude do vento.
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18 Relatividade Restrita

Figura 1.6: Ilustracao da experiéncia original de Michelson e Morley. Retirado do artigo
original de Michelson e Morley [5].

Qual o resultado da experiéncia de Michelson e Morley? Ela tornou-se a mais famosa
experiencia falhada até hoje! Em vez de obter informacao sobre as propriedades do éter,
o artigo de Michelson e Morley [5], apresentou medidas muito inferiores ao esperado e
compativeis, dentro do erro experimental, com a invariancia da velocidade da luz nas
varias direcgoes.

A experiéncia tinha-se decidido pela hipdtese 2.

1.4 A relatividade (restrita ou especial) de Einstein:
principios

Motivado pela teoria electromagnética de Maxwell e pela auséncia de evidéncia para a
existéncia do éter (resultado nulo da experiéncia de Michelson e Morley), Albert Einstein
postulou, em 1905 a constancia da velocidade da luz. O Principio da relatividade de
Finstein incorpora o principio da relatividade de Galileu, no sentido em que também

afirma que

YAs leis da fisica (nao sé do electromagnetismo e mecanica) sio as mesmas em todos

os referéncias inerciais...”

mas os referéncias inerciais sao diferentes dos da mecanica Newtoniana, porque
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Einstein afirma que
”A wvelocidade da luz € constante em todos os referéncias inerciais.”

Quais sao, entao, as novas leis de transformacao entre referéncias inerciais? Essas
serao as tranformacoes que deixam invariantes as equagoes de Maxwell. Vejamos como as

podemos descobrir usando os principios anteriores.

1.4.1 As transformacoes de Lorentz

Consideremos uma fonte de luz (uma lampada) localizada em z,y, z = 0 relativamente a
um sistema de coordenadas O. Em t = 0 esta lampada é acesa emitindo luz em todas as
direccoes. Assim, existe uma frente de onda esférica que que se propaga com velocidade ¢

e como tal, no instante t, define a superficie esférica
Pyt + L= & Attty + 22 =0 (1.4.1)

Observamos desde logo que as coordenadas espaciais e temporal entram nesta férmula de
uma maneira bastante simétrica. Por isso vamos adaptar as nossas coordenadas a esta

esfera de luz e tomamos o tempo como coordenada zero, x° = ct. Mais precisamente
% = (ct,x,y,2) , To = (—ctyx,y,z), a=0,...,3. (1.4.2)

Os dois tipos de coordenadas (com indices contra-variantes e co-variantes) relacionam-se

por uma matriz 7, que é usada para subir ou descer os indices:

—1 0 0 O
To = Napr” |
» 0 100 o
o = e 0 001

Usando estas coordenadas e esta matriz, a equagao (1.4.1) pode ser escrita
%% = Napr®s’ = =P + 2> + P+ 22 =0. (1.4.4)
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Consideremos agora um outro sistema de coordenadas (0, relacionado com O por uma

transformacao de Galileu:
(ct' ',y ') = (ct, o — vt y, 2) . (1.4.5)

Se a velocidade da luz também for ¢ neste referencial, entao, no caso da lampada anterior,

a esfera de luz no instante ¢t deveria descrever a esfera
(z—vt)+y*+22 -2 =0. (1.4.6)

Mas esta esfera é obviamente diferente da anterior. Como a mesma esfera de luz nao
pode estar em dois locais diferentes, concluimos que as transformagoes de Galileu nao
sao compativeis com o principio da constancia da velocidade da luz. Para deduzirmos
quais as transformagoes que sao compativies com este principio vamos requerer que essas
transformagoes deixem invariante a esfera de luz (1.4.4), de modo a que a esfera de luz seja
a mesma nos dois referenciais.

Tal como no caso da mecanica classica vamos procurar transformagoes lineares. Logo

/

(1.4.7)

a

=L x* Ty = Lu/ﬁxg , Lu/ﬁ = 77“/,/77“5[/’

. A . . /
Para a esfera de luz ter a mesma forma nos dois referénciais, ="z, = 0 = 2¥ x,,, temos de

satisfazer

'z, =LY L, 2%y = 2Pxs (1.4.8)
que, para todos os x® so é possivel se
LV, L," =0, a8,/ =0,...,3. (1.4.9)

Estas equacoes definem as transfomacoes de Lorentz, apresentadas originalmente pelo fisico
alemao Waldemar Voigt (1850-1919) em 1887, que no entanto nao compreendeu na altura

a sua abragéncia. Se admitirmos também translacoes

! / /

e/ =LV 2%+, & = constante (1.4.10)

obtemos as transformacoes de Poincaré.
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A equacao (1.4.9) é muito semelhante a equacao (1.1.15), para as rotagoes e reduz-se a

ela quando a coordenada temporal permanece inalterada, i.e. quando

/ D", 0
L, = : (1.4.11)
0 1

As rotacoes deixam a'x; = 2% + 3% + 22 invariante; as transformacoes de Lorentz deixam

%7, = 2% + y2 + 22 — 2t? invariante.
Determinamos agora a transformacao de Lorentz particular que corresponde a um mo-

vimento (com velocidade constante) na direc¢ao z. Comecamos com o ansatz

A B 00
ct' = Act + Bz v =y,
, C D 00
& IV, = (1.4.12)
0 0 10
' =Cct+ Dx , 2=z,
0 0 01
Logo
-1 0 00 A B 00 —A —-B 0 0
1/ 0 100 C D 00 cC D 00
LM/CM fr— nH/V/L o fr— fr— ;
0 010 0 0 10 0 0 10
0 00 1 0 0 01 0 0 01
(1.4.13)
—-A -B 0 0 -1 0 00 A —-B 0 0
8 5 C D 00 0 100 —-C D 00
LN’ :L,u/ana = = 3
0 0 10 0 010 0 0 10
0 0 01 0 00 1 0 0 01
(1.4.14)
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Logo
T

A B 00 A —-B 00 A*—(C? —AB+CD 0 0
L= C D 0O -C D 00| | BA-CD -B*+D* 0 0
0 0 10 0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01 0 0 01
(1.4.15)

Assim, a equacao (1.4.9) origina as seguintes trés condigoes:
A2 —C? =1, BA=CD, D?*—-B*=1. (1.4.16)

Estas condi¢oes podem ser parametricamente resolvidas pelas escolhas

A=D =coshyp, B =(C=—sinhy . (1.4.17)

Deste modo, as transformagoes de Lorentz ficam

ct' = ctcosh p — xsinh | 7=z,

(1.4.18)
x' = —ctsinh p + x cosh p | Yy =uy.
Observe-se a analogia com as rotagoes:
' =xcosp—ysing , 2=z,
¢-ysing (1.4.19)
Yy = —xsin¢ + ycos ¢, t=t.

As transformagoes (1.4.18) denominam-se pseudo-rotagoes. Mas qual o significado fisico do
parametro ¢? Para o compreendermos consideremos o movimento da origem do referencial

O', 2’ =0, visto por O. Usando (1.4.18)
=0 & x=cttanhyp ; (1.4.20)
Como no referencial O, v = dx/dt = ctanh . Logo

tanh ¢ = Y : (1.4.21)
c
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pelo que o parametro ¢ é simplesmente a velocidade de O no referencial @ em ‘unidades

naturais’. Usando

1 1 v/c
cosh p = = , sinh = y/cosh? p — 1 = ———— |
Vi—tane /1 (v]of v VI=(0/op

(1.4.22)

obtemos as transformacoes de Lorentz na sua forma mais candnica:

f;/: Ct—UI‘/C x,:l‘;’l}t y/:y’ Z/:Z. (1423)

V1= (v/e)? V1= (v/e)?

Estas transformacoes descrevem a transformacao entre o sistema O e O, onde O’ se move
na direcgao x com velocidade v (medida por O) relativamente a O.

Observemos que para velocidades pequenas relativamente a da luz, v/c < 1,
t'=t+0(v/c), 7'~z —vt+O((v/c)?), v =y, Z =z, (1.4.24)

pelo que recuperamos as tranformacoes de Galileu. Vemos assim, que a mecanica Newtoni-
ana e o seu grupo de simetrias sao validas para pequenas velocidades. Mas para velocidades
préoximas da luz discrepancias comecam a aparecer.

E muito simples inverter as relacdes (1.4.23). Obtemos:
ct' +va' e ' + ot , ,

Ct:\/TW’ IE:W, y=1y, z=12z. (1.4.25)

o que corresponde a trocar v — —v.

1.4.2 Lei da adicao de velocidades relativista

Dado que a velocidade da luz é a mesma para todos os referénciais inerciais, mesmo que
estejam em movimento relativo, a lei de adi¢ao de velocidades tera de ser diferente daquela
que encontramos na mecanica de Newton. Para a deduzirmos, no caso de duas velocidades
paralelas, colocamos a seguinte questao: qual o resultado de fazer duas transformacoes de
Lorentz consecutivas, ambas correspondentes a movimentos na direccao 7

Usando as pseudo-rotagoes (1.4.18) temos uma primeira transformagao de Lorentz entre
o referencial O e O':

ct’ = ct cosh o — xsinh ¢ , 7=z,

(1.4.26)

/

x' = —ctsinh 1 + x cosh ¢y v =vy.
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seguida de uma segunda entre o referencial O’ e O”:

ct” = ct’ cosh py — &’ sinh ¢y | 2 =2,

(1.4.27)

n__

2" = —ct' sinh vy + 2’ cosh ¢y | y' =y .
Combinando as duas relagoes podemos escrever a lei de transformacao entre os referenciais

OeO"

ct” = ct cosh(py + — zsinh(p; + , 2=z,
(014 ¢2) (o1 + ¢2) (1.4.28)
2" = —ctsinh(py + o) +wcosh(er +2) . ¥ =y,
onde usamos as bem conhecidas relacoes
cosh(p; + p92) = cosh ¢y cosh ¢y + sinh @y sinh ps | (1.4.29)
sinh(p; + ¢9) = sinh ¢y cosh @y + sinh s cosh ¢y . (1.4.30)

Ou seja, compor duas pseudo-rotacoes corresponde a adicionar os angulos, tal como para
as rotagoes usuais. O pseudo-angulo para a transformacao de Lorentz entre O e 0" é
portanto ¢ = @1 + 9. A sua velocidade associada, que corresponde a velocidade de O

medida por O é

tanh tanh
Y- tanh ¢ = tanh(p; + ) = anhpr + tanhpy _ wjet v/ (1.4.31)
c

1 +tanhg,tanhp, 1 +vvy/c?’
onde vy é a velocidade de @' medida por O e vy é a velocidade de O” medida por O’. Ou

seja,
V1 + V2
V= —"
1+ vyvy/c?

Esta é a lei de adigdo de velocidades relativista. Se vi/c,vy/c < 1 recuperamos a lei de

(1.4.32)

adicao de velocidades da mecanica classica v ~ v; + v5. Se tomarmos o caso limite em
que v; = ¢ (note-se que as transformagoes de Lorentz tornam-se singulares neste caso),
obtemos

C + vy

_ . 1.4,
v e c (1.4.33)

Ou seja, a formula de adigao de velocidades indica que velocidade da luz nao pode ser ul-
trapassada e desempenha o papel de velocidade mdzima! Se adicionarmos duas velocidades
menores do que ¢ o resultado serd sempre uma velocidade menor do que c¢. Claro que falta

entender como é que dinamicamente esta velocidade maxima é implementada.
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1.5 A relatividade (restrita ou especial) de Einstein:
consequéncias fisicas

Consideremos agora as consequéncias fisicas das transformacoes de Lorentz, cuja maioria

foi primeiramente encontrada e percebida por Einstein em 1905.

1.5.1 O espaco-tempo de Minkowski

Os principios da relatividade restrita (equivaléncia dos referéncias inerciais e constancia da
velocidade da luz) sdo mais facilmente incorporados nas leis da fisica usando o conceito de
espago-tempo de Minkowski, introduzido em 1908 por Hermann Minkowski (1864-1909), por
vezes designado, por simplicidade, espago de Minkowski. O espaco-tempo de Minkowski

junta o espago e o tempo numa tUnica entidade. Isto é formalizado usando as coordenadas
= (ct,z") = (ct,7) , To = Napt” = (—ct, ;) . (1.5.1)

Um ponto neste espago é caracterizado por especificarmos espaco e tempo; designa-se por
evento.
As propriedades métricas do espaco de Minkowski, em coordenadas de Minkowski, sao

dadas pelo elemento de linha:
ds? = —2dt* + da® + dy? + dz* = —Edt* + dF' * = napda®ds” . (1.5.2)

Note-se que o elemento de linha é invariante quando executada uma transformacao de
Lorentz

=LY L=, (1.5.3)

dado que ¥z, é invariante. Note-se que a métrica ds® nao é definida positiva.
Um 4-vector a” = (a°,a',a? a®) = (a°,d) é um conjunto de quatro elementos que se
transformam como as componentes do vector posicao xV,

a’ = L”/ua“ . (1.5.4)

Um exemplo é o vector que liga dois pontos (eventos) P, e P, no espaco de Minkowski,
PPy = (ct® —ct',a® — 2t 2 —yt, 22— 21 . (1.5.5)
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Claramente, uma transformagao de Lorentz mistura a parte espacial e temporal de um

4-vector, mas deixa o seu ‘comprimento’, invariante:
/ / . .
a”a, =L" MLV,ﬁa“aﬁ = a”a, = invariante . (1.5.6)

Este invariante pode ser positivo, negativo ou zero, dependendo do tamanho relativo das
partes espacial e temporal do 4-vector. Consequentemente existe a seguinte classificacao

invariante de 4-vectors:

> (0, 4 — vector espacial ,
a"a, = —(a")? +a =0, 4 — vector nulo , (1.5.7)

<0, 4 —vector temporal .

Para um dado 4-vector com componentes a”, podemos sempre efectuar uma rotagao
espacial do sistema de coordenadas de modo a que o vector aponte na direccao x e fique
na forma a” = (a°,a',0,0). Seguidamente, fazendo uma transformacao de Lorentz do tipo

(1.4.23), obtemos as componentes do 4-vector no referencial O’

o a’ —val/c v al—wd/c

_ gl = 4 e (1.5.8)

V1= (v/e)? VI (/)

Se |a'/a’| > 1, podemos fazer a” desaparecer por uma escolha apropriada de v (menor do
que ¢). Nos restantes casos podemos fazer algo semelhante, obtendo as seguintes formas

normais para 4-vectores

vector espacial : a¥ = (0, a,0,0)
Formas normais : vector nulo : @ = (a,a,0,0) . (1.5.9)

vector temporal : @¥ = (a,0,0,0)

Se tivermos dois 4-vectores, a” e b”, podemos definir o produto escalar por
lab| = a"b,, = na'b” . (1.5.10)

Este objecto é, claramente, um invariante por transformagoes de Lorentz. Quando |ab| = 0,
os dois vectores sao ditos ortogonais ou perpendiculares. Note-se que, neste sentido, um

vector nulo é perpendicular a si préprio.
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TEMPORAL

ESPACIAL

/
CONE DE LUZ
DO FUTURY

OBSERVADOR

CONE DE LUZ
~ DO PASSADO

Figura 1.7: O cone de luz de um evento.

Uma onda de luz com origem em ¢ = 0 na origem do sistema de coordenadas, estard,

no instante ¢t em pontos 7 obedecendo a
PPt =0. (1.5.11)

Se suprimirmos uma das coordenadas espaciais, esta equacao descreve um cone no espago-
tempo (x,y,ct). Por isso chamamos a (1.5.11) o cone de luz. Como ilustrado na Fig. 1.7,
o cone de luz separa 4-vectores temporais (dentre dele) de 4-vectores espaciais (fora dele);
vectores nulos sao tangentes a ele.

Podemos visualizar a transformacao de Lorentz (1.4.23) no espago de Minkowski de-
senhando as linhas ' = 0 e ¢t/ = 0 como o eixo ct’ e z' do referencial ', para véarios
valores de v, no diagrama de espago-tempo de O - Fig 1.8. Para o fazermos, notamos que,
de (1.4.23), o eixo ct’ (2’ = 0) corresponde a ¢t = cx/v, enquanto que o eixo 2’ (ct’ = 0)
corresponde a ¢t = vx/c. Concluimos por isso que os angulos entre os eixos x e x’ e
entre os eixos ct e ct’ sdo iguais e iguais a arctanv/c. A figura mostra claramente que o
novo eixo ct’ (z') encontra-se sempre dentro (fora) do cone de luz, que a transformagao se
torna singular para v = ¢ e que qualquer 4-vector temporal (espacial) pode ser colocado

na forma normal por uma transformacgao de Lorentz apropriada. O que o diagrama nao
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Figura 1.8: Trés diagramas de espacgo-tempo representando os observadores O e (0’ para
v/c=tan10° ~ 0.176 (esquerda), v/c = tan20° ~ 0.364 (centro) e v/c = tan 30° ~ 0.577

(esquerda).
ilustra correctamente é a equivaléncia que existe entre os dois sistemas de coordenadas.

1.5.2 Medindo intervalos de tempo e comprimentos espaciais

Parece natural requerer que o resultado de uma medida experimental seja independente
do observador que a fez. Contudo, se admitirmos observadores em movimento relativo,

apenas os invariantes por transformacoes de Lorentz irao satisfazer esta condicao. Assim,

por exemplo, distancias espaciais, que aparecem apenas como uma parte de um 4-vector,

nao tém significado invariante.
Na mecanica Newtoniana (e na préatica) estamos habituados a medir distancias espaci-
ais e intervalos de tempo separadamente. O que a relatividade de Einstein nos ensina é que

o resultado destas medigoes ird depender do estado de movimento do observador, exacta-
mente da mesma maneira que as componentes de um 3-vector dependem da orientacao do
sistema de coordenadas Cartesianas usado.
A questao que desejamos considerar é: suponhamos que dois observadores O e O’

(em movimento relativo) fazem medigoes; como estao relacionados os seus resultados?

A resposta a esta questao leva a alguns dos mais espectaculares resultados da teoria da

relatividade restrita.
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A nocgao de simultaneidade

Como um preambulo consideremos o significado de mesmo lugar em instantes diferentes.
Se um observador O afirma isto para um objecto, quer dizer que o objecto esta em repouso
em r = 0 (por exemplo). Para um observador O’ que se move relativamente a O e ao
objecto, o objecto muda a sua posigao coordenada; de (1.4.23) obtemos

— ot —ut
= 28 220 = d = (1.5.12)

V1= (v/e)?’ V1= (v/e)?
Assim, nao existe nocao absoluta de estar no mesmo lugar em instantes diferentes. Esta
observacao é bastante trivial; mas a correspondente observacao trocando os papeis de
tempo e espaco nao o é. Se um observador O afirma que dois eventos em diferentes
localizagbes espaciais x4 e xp sao simultaneos (observados no mesmo instante ty) entao

por uma aplicacao das transformacoes de Lorentz obtemos

Ct;‘:CtO_—va/c ct' :Cto—va/C = C(t;‘—t/): ('TB_xA>U .

Para o observador O’ os dois eventos ja nao sao simultaneos: nao existe no¢ao absoluta de

(1.5.13)

simultaneidade em diferentes localizagoes espaciais.

Consideremos a noc¢ao de simultaneidade em mais detalhe, para um tnico observador.
Como poderemos decidir se dois eventos em diferentes locais A e B acontecem simultanea-
mente? Na fisica Newtoniana, em que sinais se podem propagar instantaneamente, usamos
o conceito que ha sinais com uma velocidade infinita vindos de A e B que nos dizem que
os eventos ocorreram. Obviamente em relatividade nao podemos usar este conceito. Uma
possivel definigdo de simultaneidade é a seguinte (usada por Einstein): dois eventos A e
B sao simultaneos se sinais de luz emitidos simultaneamente com esses eventos chegam
simultaneamente ao meio da linha AB. Note-se que este definicao de simultaneidade de
eventos em diferentes pontos espaciais usa apenas a simultaneidade de eventos no mesmo
ponto espacial.

Usando este tipo de procedimento, o observador O poderia sincronizar uma grelha de
relogios no espaco-tempo. Obviamente, para outro observador, os relégios dessa grelha nao

estarao sincronizados.
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Dilatagao dos tempos

Em 7= 0, um conjunto de eventos toma lugar entre t; = 0 e tp = T'; para o observador O,
em repouso relativamente a estes eventos, o correspondente intervalo de tempo é At = T.

Devido a transformacao de Lorentz (1.4.23), temos

cT
cth =0, cthy = ———— ; 1.5.14
; e (1514
logo, para o observador em movimento (0’ estes eventos demoram
At
A = ——— (1.5.15)

V1=(v/e)?
Um relogio em movimento anda mais devagar que um relogio em repouso; qualquer

relogio anda a velocidade maxima do ponto de vista do observador em repouso relativamente

a ele.

Contraccao dos comprimentos

Quando medimos o comprimento de uma vara relativamente a qual estamos em repouso,
os instantes de tempo t4 e tg nos quais olhamos para os dois extremos da vara x4 e g, sao
indiferentes. O seu comprimento serd sempre L = Az. Para um sistema em movimento O’
a situacgao é diferente; dado que a vara estd em movimento no seu referencial, O’ tem de
se certificar que determina os dois extremos da vara simultaneamente! Portanto O usara

(1.4.23) na forma
—vty ’ cty

= )y = ————— 1.5.16
Ve T e o
) _ Ll o — B Zvhjc vl (1.5.17)

R r A S O

e terd de tomar ¢/, = t’;. Escolhendo t/; = 0, o que implica que Ty = 0 e tg = vL/c%. Logo

¥y =0eazy=Ly1—(v/c)?ou
Az’ = Azy/1— (v/e)? . (1.5.18)

Uma vara em movimento é mais pequena do que uma em repouso; qualquer vara tem o

tamanho mdximo para o observador em repouso relativamente a ela.
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1.5.3 Aparentes paradoxos

Devido as subtilezas envolvidas podem-se construir experiéncias gedanken com resultados
aparentemente paradoxais para diferentes observadores. Obviamente, quando correcta-

mente examinadas, nao existem paradoxos. Consideremos dois exemplos.
Um carro maior do que a garagem

Consideremos um carro com comprimento 2L e uma garagem com comprimento L, ambos
medidos em repouso. Consideremos agora o processo em que o carro se move na direcgao
da garagem. No referencial O (referencial da garagem), o comprimento da garagem é L.
Mas o carro ird sofrer contraccao de Lorentz. Serd o suficiente para caber na garagem? Se

o carro (referencial ©') se move com velocidade v = ¢v/3/2, usando (1.5.18) temos
Ax' =20\/1—3/4=1L, (1.5.19)

e portanto parece que o carro cabe exactamente na garagem!

No referencial O’ (referencial do carro), o carro tem comprimento 2L. Serd agora a
garagem a sofrer contracgdo de Lorentz passando a um tamanho de L/2, ou seja quatro
vezes menor do que o carro!

Parece, assim, que o resultado de uma experiéncia que tem de ser Uinico - se o carro
cabe ou nao na garagem - tem dois resultados distintos para os dois observadores diferentes.
Temos um paradoxo?

O resultado estranho parece ser, sem duvida, o resulta obtido por O, dado que em
repouso o carro é de facto maior do que a garagem. Analisemos pois o seu resultado
usando um diagrama de espacgo-tempo - Fig. 1.9. No diagrama representamos as linhas
de mundo dos dois extremos da garagem, gl e g2 que sao duas linhas verticais, dado que
a garagem estd em repouso para . Representamos também as linhas de mundo dos dois
extremos do carro ¢l e ¢2. O fez a sua observacao no instante ct0 e observou a linha
tracejada. Parece-lhe por isso, de facto que gl coincide com cl e g2 com ¢2 e portanto o
carro parece caber na garagem. Contudo, O vai objectar, dizendo que O nao olhou para

o0 inicio e o fim do carro em simultaneo; O vai dizer que O olhou para a extremidade
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A ’ cone de lu:

ctO

P
g1 g2

Figura 1.9: Diagrama de espago-tempo para o carro a entrar na garagem. Nota: a veloci-
dade usada neste diagrama nao é v/3c/2.

c2 do carro quando esta ja tinha chegado ao final da garagem ¢2 e depois esperou até a
extremidade cl entrar na garagem, isto é intersectar gl, para fazer a segunda medicao. Se
O olhasse para cl quando ¢2 tinha chegado ao fim da garagem, veria que estava na origem
e como tal fora da garagem; se O olhasse para ¢2 quando ¢l chegou ao inicio da garagem

veria que estava em P e como tal fora da garagem.

O “paradoxo”dos gémeos

Consideremos um par de gémeos. Um viaja pelo Universo a alta velocidade constante
(relativamente a Terra); o outro fica na Terra.

Do ponto de vista do observador O (gémeo que fica na Terra), o seu irmao viajante
vai sofrer a diltacao dos tempos e como tal o seu relégio biolégico corre mais devagar. Por

isso, quando ele voltar a Terra, o irmao viajante devera estar mais novo do que ele.

Do ponto de vista do observador O (gémeo viajante), a Terra é que se move relativa-
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mente a ele (com velocidade aproximadamente constante), e como tal para ele, deverd ser
o seu irmao que fica na Terra a sofrer a dilatacao dos tempos e por isso a encontrar-se mais
novo do que ele quando se voltarem a juntar.

O resultado é aparentemente paradoxal! Assim, quando os dois se encontrarem nova-
mente na Terra, quem esta mais novo do que o outro?

A hipotese errada é que os dois observadores sao completamente equivalentes. Enquanto
os dois observadores estao relacionados por uma transformacao de Lorentz, eles s6 se podem
encontrar uma unica vez durante o seu movimento. Para compararem quem esta mais novo,
um dos dois tera de sincronizar um segundo relégio distante para o outro irmao comparar
com o seu proprio relogio. Mas esta sincronizacao serda dependente de observador. Para
os dois observadores se reencontrarem, um deles tera de acelerar! Isto quebrara a simetria
entre os dois e, de acordo com as leis da relatividade geral, serd aquele que acelerar que de

facto ficard mais novo.

1.5.4 Causalidade e velocidades maiores do que a da luz

A relatividade restrita nega a existéncia de simultaneidade absoluta. Podera acontecer que
até a ordem temporal de dois eventos pode ser trocada para observadores distintos? Isto é,
podera a causa de um efeito para um observador O, ser posterior ao efeito para um outro
observador O’7 Obviamente isto causaria problemas de causalidade!

Para ser mais preciso, consideremos uma causa em x; = 0,t; = 0 e o seu efeito em
xo = L,ty = T. A velocidade do fenémeno é V = L/T. Um observador, ', movendo-se

com velocidade v, vera a causa em t| = 0 e o efeito quando

T — vl
oty = Lzvbje (1.5.20)
V1=(v/e)?
Para (0, o efeito precedera a causa se t;, < 0, ou seja se
vV o> (1.5.21)

Para esta condicao ser obedecida, uma das velocidades tera de ser maior do que a velocidade

da luz. Por isso, para evitar problemas de causalidade devemos exigir que velocidades
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maiores do que a velocidade da luz nao ocorram. Esta afirmacgao é tao solene que convida
a desafia-la! Devido a sua importancia vamos discutir trés aspectos relacionados com ela.

Primeiro, esta frase reflecte a consisténcia légica da relatividade restrita. E consistente
com a propriedade das transformacoes de Lorentz que por adicao de velocidades nao é
possivel ultrapassar a velocidade da luz e serd reforcada pelas observacoes da préxima
seccao de que uma particula material nao podera ser acelerada de velocidade menor do que
a da luz até a velocidade da luz.

Segundo, devemos enfatizar que esta limitacao é apenas para velocidades de objectos
materiais ou para processos que podemos comecar voluntariamente no primeiro ponto e que
por isso sao susceptiveis de transmitir informagao. Para clarificar este ponto consideremos
duas experiéncias conceptuais.

Considere-se, como na Fig. 1.10, uma lamina (como de uma tesoura) em repouso e outra
movendo-se com velocidade V5. O ponto de interseccao das duas laminas P, move-se com
velocidade V' = 1/ sin @ para a direita. Escolhendo o pequeno, podemos tornar V' arbita-
riamente grande, mesmo excedendo a velocidade da luz ¢. Embora a chegada de P possa
cortar um dedo (ou uma gargantal), o ponto P é imaterial e nao transmite informagao. In-
formacao seria transmitida se pudessemos comecar o movimento da lamina (2) num tempo
pré-definido, simultaneamente em todo o seu comprimento, actuando somente em P. Este
¢ o paradigma do corpo rigido. Mas nenhuma lamina material pode ser completamente
rigida. O seu movimento é comunicado por processos moleculares causais. Invertendo o
argumento: a relatividade restrita proibe a existéncia de corpos completamente rigidos.

A segunda experiéncia conceptual usa um laser apontado a Lua. Ao mudar a direccao
do laser, o ponto onde ele atinge a Lua pode-se mover na sua superficie com velocidades
arbitrariamente grandes - mas a causa esta na Terra e nao no ponto onde o laser primeiro
atinge a Lua!

A nossa terceira observacao lida com uma hipdtese especulativa. A relatividade restrita
nao exclui particulas com velocidade maior do que a da luz, desde que estas nao possam
ser usadas para transmitir informacao, isto é, desde que nao possam ser geradas pela, ou

nao interajam com, a matéria usual. Tais particulas hipotéticas denominam-se taquioes.
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Vo

Figura 1.10: Laminas em movimento. Retirado de [1]

Portanto, embora possamos definir velocidades que excedem a da luz (como nas ex-
periéncias conceptuais anteriores, ou, por exemplo, velocidades de fase de ondas em meios
dispersivos), este facto nao contradiz a nossa afirmacao.

Parece-nos apropriado que as leis da fisica nao devem permitir-nos alterar o passado
e que a causalidade nao deve ser posta em causa. Mas nao existe uma maneira logica
de excluir a possibilidade de que futuras experiéncias possam por em causa a teoria da
relatividade. Contudo, até ao momento, a relatividade restrita tem passado todos os testes

experimentais.

1.6 Mecanica relativista

A relatividade restrita nasce da electrodinamica classica e demonstra que a mecanica
classica pode apenas ser valida como uma aproximacao de pequenas velocidades. Con-

sideremos por isso agora, brevemente, a mecanica relativista.

1.6.1 Cinematica

A mecanica Newtoniana tem o grupo de Galileu como grupo de simetria. Mas a mecanica
relativista deve ser invariante pelo grupo de Lorentz. Para evitar cometer erros na sua
formulacao usamos desde logo apenas invariantes e 4-vectores.

Na mecanica nao relativista, o movimento de uma particula pontual é descrito através
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—

da sua posi¢ao como fungao do tempo, 7= 7(t). Por vezes também se usa o comprimento

da trajectéria [, definido por
di* = da® + dy* + d=* | r=zx(l),y=y(l),z==z2(1) ,t =1t() . (1.6.1)

Na mecanica relativista, dado que queremos uma notagao que incorpore espaco e tempo

democraticamente, escolhemos o tempo proprio, definido por
—c*dr? = ds* = dw,dz” = —dt* + dx* + dy® + d2* . (1.6.2)
como o0 nosso parametro, e descrevemos a linha de mundo da particula como
/(1) = (ct(7),7(71)) . (1.6.3)

Escrevendo (1.6.2) na forma

d7?

24t

1)2
dr = di\[1- . (1.6.5)

Aqui, v = v(7) é a velocidade da particula que, em geral, podera nao ser constante. Para

—cdr? = —Adt? (1 ) = —cfdt*(1 —v*/c?) (1.6.4)

verificamos que

uma particula em repouso, o tempo préprio coincide com o tempo coordenado.
Usando como ingredientes apenas a representacao da linha de mundo z¥ = 2¥(7) e
o parametro 7, existe um unico 4-vector que generalisa a 3-velocidade, denominado 4-
velocidade, u”, definido por
Wiy A ( c ) . (1.6.6)
dr  dt\/1—v2/c? V1=0v2/c2 /1 —v2/c

Dada a definigao de tempo proéprio (1.6.2), a 4-velocidade estd normalizada, isto é

, dr¥dxr,
U’ = = (1.6.7)

Esta equacao demonstra que as quatro componentes da 4-velocidade nao sao independentes

umas das outras, e que u" generalisa o vector tangente dr’/dl, que tem sempre comprimento

1.
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De um modo semelhante definimos a 4-aceleragao, 7 (nesta secgao o ‘ponto’ significa

derivada relativamente ao tempo préprio) por

du’  d*z”
= — = 1.6.
Y dr dr? (1.6.8)
Devido a normalizacao da 4-velocidade, temos que
d(u¥u,
0= M) o (1.6.9)
dr

Ou seja, a 4-velocidade e a 4-aceleracao sao sempre ortogonais.

Dado que em geral v(7) nao é constante, uma particula acelerada nao pode ser transfor-
mada numa particula em repouso por uma transformacao de Lorentz. Mas isto é possivel
para cada instante de tempo, o que define o referencial momentaneamente co-movel com

a particula. Para cada 7y, nesse referencial temos
u”(79) = (¢,0,0,0) . (1.6.10)

1.6.2 Equagoes do movimento

Dado que as equagoes do movimento de Newton nao sao invariantes por transformacoes de
Lorentz, quais as equacoes de movimento relativistas?

Para o descobrirmos, o caminho natural é imitar a Mecanica Newtoniana e requerer
que as equagoes do movimento tenham a forma ‘aceleracao é proporcional a forga’; assim

requeremos a forma
o RE
dr?

me—s- = ¥ . (1.6.11)

A constante mg é denominada massa propria ou massa em repouso e o 4-vector f¥, 4-forca.
Dado que a equacao (1.6.11) esta completamente escrita em termos de 4-vectores (forga
e aceleracdo) e um invariante (massa prépria), ela é certamente invariante por trans-
formacoes de Lorentz. Mas sera a equacao correcta para descrever a natureza?
Uma maneira de testar a equagdo é examinar o limite Newtoniano (v/c < 1). Como
podemos ver da forma da 4-velocidade (1.6.6), as equagbes do movimento Newtonianas

devem surgir da parte espacial de (1.6.11). Mas como estara a 3-for¢a contida em f? A
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resposta a esta pergunta pode ser obtida analisando o caso electromagnético. Nao faremos

aqui essa andlise mas pode ser encontrada em [1]. A resposta é que f” tem a forma

P
V= | fO, —/— | 1.6.12
I (f ﬁ) (16.12)

onde a componente zero f permanece, para j4, indeterminada.
Podemos agora analisar as componentes espaciais das equagdes do movimento (1.6.11).

Obtemos

d i F
— _ , 1.6.13
“dr <\/1—v2/02> V1—v?/c? ( )

ou, equivalentemente, usando (1.6.5)

d — mo
—mv =F, m= ———— 1.6.14
dt /1 — 02/ ( )

Quando v < c esta é, de facto, a equacao Newtoniana, com m e mq coincidentes. Em geral,
contudo, embora tenha a forma da equacao Newtoniana, existe uma massa dependente da
velocidade, m. Mas é de qualquer forma surpreendente que a forma ainda seja a da mecanica
Newtoniana!

Para velocidades elevadas, a massa m cresce, tendendo para infinito quando v se apro-
xima de c. Este crescimento da inércia fornece uma razao dinamica para a impossibilidade
de uma particula material chegar a velocidade da luz: uma forca finita nao pode acelerar
uma particula material de modo a sua velocidade atingir a da luz num tempo finito.

Acontece que, para além das componentes espaciais, a equagao (1.6.11) tem uma com-
ponente temporal. Entdao que nova lei se encontra aqui escondida? A resposta é simples,

mas surpreendente. Comecemos por determinar f°. Para isso escrevemos (1.6.11) na forma
mot” = | (1.6.15)

e contraimos esta equacao com u,. Usando a perpendicularidade entre 4-velocidade e

4-aceleracao obtemos

Flu, =0, (1.6.16)
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Ou seja, a forca é perpendicular a 4-velocidade. Escrevendo explicitamente esta relagao

em termos das componentes, usando (1.6.6) e (1.6.12) obtemos que

F-u
0 ——— | 1.6.17
d cy/1—v?/c? ( )

Usando este resultado, a componente temporal de (1.6.11) fica
da o =
—mc =F -7, (1.6.18)
Para interpretarmos a ultima relacao, recordemos que um resultado semelhante aparece
na mecanica Newtoniana se fizermos o produto escalar da segunda lei para uma particula
pontual (de modo a que a massa nao varie) , mdv/dt = F com a velocidade ¥/; obtemos

d (1 _, —
7 (amv ) =F-v. (1.6.19)

Esta equacao diz-nos que a energia cinética da particula varia com o tempo devido a
poténcia transmitida a particula pela forca que nela actua. Portanto esta é uma equacao
de balango energético. Analogamente interpretamos (1.6.18) como uma equagao de balango
energético: diz-nos como varia a energia da particula devido a poténcia transmitida por
uma forca exterior que nela actua.

Esta interpretacio é apoiada fazendo um desenvolvimento de mc? em poténcias de v/c:

2
1
me = —0¢ moc® + —mv? 4+ ... . (1.6.20)

VT 2

Esta quantidade ¢é interpretada como a energia da particula,

2
E=mc= —r=—x (1.6.21)

V1—0v2/c
e contém, para além da energia cinética Newtoniana, um termo da massa em repouso mgc?,
bem como corregoes em v/c.
A equacao (1.6.21) é a famosa relagdo massa-energia derivada por Einstein em 1905.
Como, a energia cinética pode ser convertida noutras formas de energia, argumentou-se
que também a massa em repouso que entra na energia relativista deveria ser transformavel

noutras formas de energia. Sabemos hoje que assim é (exemplo: reacgdes nucleares).

Carlos Herdeiro



40 Relatividade Restrita

Uma definicao que segue naturalmente deste formalismo é a de j/-momento, que é

simplesmente a 4-velocidade multiplicada pela massa em repouso:

b , moc mot (E N (FE _
P’ = mou” = <\/1—v2/02’ \/1—112/02) = (;,mv) = (;,p) . (1.6.22)

A normalizacao da 4-velocidade implica imediatamente que

PP, = —mic®. (1.6.23)
As equagoes do movimento (1.6.11) pode agora ser escrita
p’ = f", (1.6.24)

e podem ser interpretadas como as equacoes de balanco do 4-momento.
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CAPITULO 2

Uma motivacdo Fisica para a Relatividade Geral

Neste capitulo iremos rever algumas ideias basicas da gravitacao Newtoniana, da sua cons-
trucao, dos seus sucessos e das suas inconsisténcias com a relatividade restrita. Esta

discussao terminara com uma lista de objectivos para um teoria relativista da gravidade.

2.1 A gravitacao Newtoniana: sucessos e um pequeno
problema

2.1.1 A lei 1/r?

A interaccao gravitica é, de todas as interacgoes fundamentais, aquela que é conhecida ha

mais tempo. Newton quantificou-a através da sua lei da atraccao universal:

M, M,
7’2

F=-G P G=6.67T20x 107 mPs 2K gt (2.1.1)

Como descobriu Newton a lei do inverso do quadrado?

1) A primeira observagao que leva a esta lei relaciona-se com o movimento da Lua.

Assumindo que:

e Asleis da mecanica postuladas por Newton também se aplicam aos corpos celestes;
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e Como primeira aproximacao a Lua se move numa érbita circular em torno da Terra,

com raio R, periodo T e velocidade linear v = 2R/ T}

e A acceleracao centripeta que mantém a Lua em érbita é devida & atraccao gravitica
da Terra e nao depende da massa da Lua (principio de equivaléncia de Galileu).

Esta acceleragao ¢ dada por

v (2rR\? 1 or\ 2

Newton conhecia a distancia R até aa Lua (esta distancia ja era conhecida dos
gregos antigos, usando a paralaxe da Lua vista de diferentes pontos da Terra);
dado que também conhecia o seu periodo de revolugao em torno da Terra, podia

calcular a sua aceleracao. Usando valores modernos

R=1384x10°km , T =236 x 10° s (27.3 dias) = a = 0.0027 ms~?2 .

(2.1.3)
Comparada com a aceleracao gravitacional a superficie da Terra:
GTerra 9.8
= ~ 3600 . 2.14
arua  0.0027 ( )

Por outro lado, comparando o raio da Terra com o raio da 6rbita da Lua,

Riwa 384 x10° km _

~ 60 . 2.1.5
Ryerra 6380 km ( )
Logo,
a R 2
Terra ( Lua ) = ATerra Ropry = GLua R}, = constante ; (2.1.6)
A Lua RTerra
ou seja, sugere uma lei do tipo
1

2) A segunda observagao de Newton relaciona-se com a terceira lei de Kepler. Kepler
mostrou que para as orbitas dos diferentes planetas do sistema solar (até Saturno,

que eram os tnicos que ele conhecia), a razao
T2
— =~ constante .

R3
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A seguinte tabela - extraida de [6] - contém esta razao para os planetas do sistema

solar (note que aqui R é o raio médio da drbita).

Planeta | R (10° km / U. Astronémicas) | 7 (anos) | 72/R3? (1071 s km™3)
Mercirio 57.9/0.387 0.241 2.98

Vénus 108.2/0.72 0.615 2.97

Terra 149.6/1.00 1.00 2.97

Marte 228.0/1.52 1.88 2.97

Jupiter 778.3/5.20 11.86 2.97

Saturno 1429.4/9.54 29.46 2.99

Urano 2871.0/19.22 84.01 2.98
Neptuno 4504/30.06 164.1 2.97

Plutao 5913.5/39.5 247.0 2.97

Newton observou que esta aparentemente estranha relacao evidenciava a lei do inverso

do quadrado da distancia. De facto, substituindo a equagao (2.1.2) na forma

2
T2 = 47TaR , (2.1.8)

na terceira lei de Kepler (2.1.1), obtemos

4 tant oo (2.1.9)
— X~ constante a — A
aRR? R2’

em concordancia com o derivado da érbita lunar.
Embora este argumento fosse encorajador, para se convencer da validade da lei 1/R?,
Newton necessitou de mostrar que as érbitas elipticas resultavam desta lei, dado que

a primeira lei de Kepler afirmava a sua existéncia - exercicio 2.1. Para isso Newton

teve de inventar o célculo infinitesimall

Resumindo: Newton mostrou que a lei do inverso do quadrado fazia um 6ptimo ajuste
aos dados experimentais provenientes quer do movimento da Lua, quer do movimento

dos planetas - e como tal as leis de Kepler.

Carlos Herdeiro



44 Uma motivacao Fisica para a Relatividade Geral

Exercicio 2.1: O problema de Kepler. Considere uma particula de massa m
actuada pela potencial Kepleriano de uma massa M. O Lagrangeano que descreve a

dinamica é, em coordenadas esféricas:

1 . . M
L= 5™ (7”2 + 726* + r? sin® 9(252) + GmT : (2.1.10)

onde o ‘ponto’ signfica derivada em ordem ao tempo. Deduza as orbitas possiveis para

a particula.

Resolugao: As equacoes de Euler-Lagrange para as variaveis r, 6 e ¢ sao, respec-

tivamente:
mit = =G T‘;\/j + mr (6% 4 sin® 6¢?) ; (2.1.11)
mr? sin 0 cos 0p* = m%(rQQ) ; (2.1.12)
%(mrQ sinfg) = 0 . (2.1.13)
Da tultima equacao resulta que
j = r2sin ¢ (2.1.14)

é uma quantidade conservada. A existéncia desta quantidade conservada é ébvia se
observarmos que o Lagrangiano nao depende de ¢ e como tal o seu momento canénico
conjugado é conservado (teorema de Noether). Como ¢ é um angulo, o seu momento
canonico conjugado é um momento angular. De facto, dado o momento angular L=

7' X mu, a sua componente z é
L, = m(zy — yi) = mr’sin® 06 = mj ; (2.1.15)

logo j é a componente z do momento angular por unidade de massa.

A equacgao (2.1.12) é resolvida por

0=—. 2.1.1
. (2.1.16)

De facto esta solucao particular pode ser tomada como geral, dado que devido a simetria
esférica, e consequente conservacao do momento angular, o movimento é planar e o

plano do movimento pode ser tomado como sendo o plano 6 = /2.
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Usando (2.1.14) e (2.1.16) na equagao radial (2.1.11), obtemos

mM 2
5 +mi—3, (2.1.17)

mi = —G

ou, multiplicando esta equagao por 7 e integrando em ordem ao tempo,
r ., Mm  mj?
-mr* —G——+4+ = =F , 2.1.18
2 r 2r? ( )

onde F é uma constante de integragao que pode ser interpretada como a energia da

particula. Verificamos pois que existe um potencial efectivo, que determina a dinamica,

com a forma
Mm  mj?
r 2r2

Este potencial - representado na Fig. 2.1 - tem um termo atrativo (primeiro) e outro

%fe<r) = -G (2119)

repulsivo (segundo). O movimento pode ser descrito do seguinte modo:

Se j =0 (painel da esquerda), as 6rbitas com E < 0 ou com E > 0 e 7 < 0 vao cair
para r = 0 - estados de absorcao. Por outro lado, as orbitas com £ > 0er > 0

vao escapar para o infinito - estados livres.

Se j # 0 (painel da direita), as 6rbitas com E < 0 deslocam-se entre um raio minimo
e um raio maximo - estados ligados. Veremos de seguida que correspondem a
orbitas elipticas que degeneram numa orbita circular para a energia minima. Por
outro lado, as érbitas com E > 0 vao escapar para o infinito - estados de difusao.

Veremos que correspondem a orbitas parabdlicas ou hiperbdlicas.

Para compreendermos quantitativamente as érbitas temos de resolver a equagao radial
(2.1.17). Para isso é conveniente reexpressarmos esta equacao em termos de uma nova

variavel dependente:

r(t) — u(o), onde u=-. (2.1.20)

du _dudt _d (1
dp  dtde dt \r) ¢

Observemos que

" (2.1.21)
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e ainda
2 . 1 . 2..
Qo d (du) did (7N L PN _ T (2.1.22)
d¢?  d¢ \d¢) dpdt\ j) ¢\ 7J J?
logo
d*u
-~ 2,2
F=—7"u e (2.1.23)
A equagao radial (2.1.17) fica entdo, em termos da varidvel u,
d*u d*u GM
22 2 23
—mgudeZ:—GmMu +mju & d752+uzj—2' (2.1.24)

Esta é uma equagao do tipo da de um oscilador harménico (em ¢):

d? GM GM GM

onde A e ¢y sao duas constantes de integracao. Daqui se deduz que a solucao para a

variavel r é:

_ ! _ i
 GM/j2+ Acos(¢ — o) 1+ é—g\; cos(¢ — o) ' (2:1.26)

r(¢)

Em coordenadas polares, a equacao de uma curva conica com excentricidade € e semi-

eixo maior a ¢ dada por:
a(l —€?)

T +ecos(¢p — ¢g)

Como é bem sabido, a curva com ¢ = 0 é uma circunferéncia, com 0 < € < 1 é uma

r(¢)

(2.1.27)

elipse, com ¢ = 1 é uma parabola e com ¢ > 1 é uma hipérbole. Logo, a drbita

encontrada é uma coénica com

A.2 -2
- GLM . al—e) = (;—M . (2.1.28)

€
Para encontrarmos a correspondéncia entre a energia do movimento e cada tipo de
curva, substituimos (2.1.26) nas varias dependéncias radiais de (2.1.18); observando

primeiro que diferenciando (2.1.26) em ordem ao tempo obtemos

- Aésin(¢—¢0) e -
"TOM/ 2+ Acos(d—d0))2 Agr?sin(¢ — ¢g) = Ajsin(¢p — ¢o) ,  (2.1.29)
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Figura 2.1: O potencial efectivo (2.1.19) para 7 = 0 (painel da esquerda) e j # 0 (painel
da direita).

e logo
1 ., mA?%? 9 mj* | 1 GM\°
gmi” = [1—cos®(¢ — ¢o)] = - A® — C T : (2.1.30)
obtemos de seguida para (2.1.18):
2 2 2
mj 5 1 2GM (GM) Mm  mj
— A" == — -G —=F. 2.1.31
2 [ <r2 rj? * g4 r * 272 ( )
Logo
-2 GM 2
- {A2 - u] - F, (2.1.32)
2 j4
ou, expressando a amplitude em termos da excentricidade por via de (2.1.28),
GM)?
E= M (-1) . (2.1.33)
2j

Os estados ligados (E < 0) correspondem, como esperado, as cénicas fechadas (circun-
feréncia e elipse, que tém € < 1; os estados de difusao (E > 0) correspondem as conicas

abertas (pardabola e hipérbole), que tém e > 1.
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2.1.2 A descoberta de Neptuno e a anomalia de Merctrio

A teoria Newtoniana teve um dos seus grandes triunfos ao ser usada para prever a existéncia
de um novo planeta - Neptuno. Este acontecimento teve lugar na sequéncia da descoberta
do planeta Urano, atribuida a William Herschel (1738-1822), em 1781, que foi o primeiro
planeta descoberto usando o telescopio. Em 1821, Alexis Bouvard (1767-1843) publicou
tabelas astronémicas para a orbita de Urano, baseadas na teoria Newtoniana e levando em
conta as perturbagoes dos planetas conhecidos. Contudo, as observacoes dos anos seguintes
evidenciaram desvios substanciais relativamente a estas tabelas, levando Bouvard a formu-
lar a hipotese que a orbita de Urano estava a ser perturbada pela interaccao gravitacional
com um corpo desconhecido. Esta idea foi desenvolvida e trabalhada independentemente
por John C. Adams (1819-1892) e Urbain Le Verrier (1811-1877), que usaram a teoria
de perturbacoes Newtoniana para prever as caracteristicas do corpo perturbador de modo
a explicar as observacoes. Le Verrier convenceu o astréonomo do observatorio de Berlim,
Johann Gottfried Galle (1812-1910), a procurar o corpo perturbador, para o qual Le Verrier
fez uma previsao precisa da sua localizacao. Na mesma noite em que recebeu a carta de Le
Verrier, a 23 de Setembro de 1846, Galle descobriu Neptuno, a menos de 1° da localizacao
prevista por Le Verrier (e a menos de 12° da previsao que Adams havia feito para a mesma

altura).

Este extraordindario sucesso ‘canonizou’ a teoria Newtoniana da gravidade. Havia, no
entanto, um pequeno detalhe que esta teoria nao explicava convenientemente: o avancgo do

periélio da orbita de Mercirio.

Como ¢ manifesto do episédio da descoberta de Neptuno, no sec. XIX, as observagoes
astronémicas tornaram-se tao precisas que se tornou aparente que as érbitas nao eram
elipses perfeitas, como deveria ser o caso se os planetas se movessem apenas pela accao do
campo gravitacional do Sol; o efeito do campo gravitacional dos outros planetas causava

pequenos, mas mensuraveis, desvios as elipses.

Para compreendermos qualitativamente um efeito importante consideremos, por exem-

plo, o efeito de Jupiter na érbita de Merctrio em torno do Sol. Comegamos por observar
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Orbita de Jipiter

Orbita de Merctirio

Figura 2.2: Efeito qualitativo de Jupiter na o6rbita de Mercirio. Consideramos a 6rbita de
Merctrio como uma distribuicao de massa ao longo da elipse. Quer na posicao A quer na
posicao B as forcas de maré tendem a reorientar o prolongamento do eixo maior (linha azul
tracejada) com Jupiter (ponto vermelho); este movimento é ilustrado pela setas azuis. O
efeito, contudo, é mais prolongado quando Jupiter se encontra a frente do prolongamento
do eixo maior - posi¢ao B - originando um avanco do periélio de Mercirio no sentido do
movimento de Jupiter.

que o periodo das orbitas de Merctrio e de Jupiter sao, respectivamente,

Thiercirio = 0.241 anos Tyapiter = 11.86 anos . (2.1.34)

Logo, Mercurio fara quase 50 revolugoes em torno do Sol enquanto Jupiter fard apenas
uma. Podemos por isso pensar na orbita de Mercirio nao como espago vazio, mas sim
como uma linha ao longo da qual a massa se encontra distribuida - Fig 2.2.

Quando Jupiter se encontra préximo do prolongamento do eixo maior da érbita de
Merctrio, havera um efeito gravitico que tenta alinhar o prolongamento do eixo com Jupiter
(efeito de maré semelhante ao que sincroniza o periodo de translagao e rotacao da Lua).
Mas Jupiter move-se; quando se aproxima do prolongamento do eixo, puxa-o para si, isto é
para ‘tras’. Depois de ultrapassar o prolongamento do eixo continua a puxa-lo para si, que
agora sera para a ‘frente’. Existe, contudo, uma assimetria nas duas situagos, dado que a
segunda tem uma duracao superior a primeira. O efeito total é que o periélio de Merctrio

se vai deslocar para a frente, isto é, no mesmo sentido do movimento de Jupiter.
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Usando teoria de perturbagbes (a mesma que havia confirmado espectacularmente a
teoria Newtoniana) levando a previsao do planeta Neptuno, os astrénomos podiam calcular
a contribuicao dos varios planetas para o avanco do periélio de Mercurio. Os resultados

encontram-se na seguinte tabela (extraida de [7]):

Causa Razao (arcsec/século)
Precessao Geral (ano 1900) 5025.6”
Vénus 277.8”
Terra 90.0”
Marte 2.5”
Jupiter 153.6”
Saturno 7.3”
Outros 0.2”
Soma 5557.0”
Avango observado 5599.7"
Discrepancia 42.77

A descrepancia foi denominada avanco andmalo do periélio de Mercurio. Alguns
astréonomos, entre os quais Le Verrier, tentaram resolver o problema pelo mesmo cami-
nho bem sucedido que levou a previsao e descoberta de Neptuno: postulando um novo
planeta interior a Merctrio - sugestivamente referido como Vulcano, mas este nunca foi
encontrado. Outra tentativa foi modificar a lei do inverso do quadrado para

1
T2+e :

F x

(2.1.35)

Se € > 0 (e < 0) é obtida uma precessdo para a frente (tras), isto é, no sentido da
érbita (contrario a orbita) do planeta. Uma tal modificagdo pode ser equivalentemente

considerada estudando o potencial gravitational

GM 5 v
=t St 2.1.
¢ —+5tat (2.1.36)

De facto, considerando apenas a primeira correccao e ajustando apropriadamente [ é

possivel explicar o avanco anémalo do periélio de Mercurio - Exercicio 2.2. Contudo tal
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alteracao mostrava-se incoerente com observagoes cada vez mais precisas da érbita lunar.

O problema apenas serd resolvido pela Relatividade Geral.

Exercicio 2.2: O problema de Kepler com uma modificagao em 1/r2. Con-
sidere uma particula de massa m num potencial gravitacional descrito pelo potencial de
Kepler de uma massa M com um termo extra (sub-dominante para distancias elevadas).

O Lagrangeano que descreve a dinamica ¢, em coordenadas esféricas:

1 . . M
L=-m (7'2 + 26?4 12 sin? 9¢2> pemM _mb (2.1.37)
2 r r2

onde [ é uma constante.

a) Resolva as equagoes do movimento e deduza a equagao das érbitas. Verifique que,
se ( for apropriadamente pequeno, o novo termo pode ser visto como introduzindo

um avanco do periélio as orbitas cénicas do Exercicio 2.1.

b) Deduza uma expressao em termos de M e (3, bem como dos parametros orbitais
- a (semi-eixo maior), € (excentricidade) e 7 (periodo) para a velocidade angular

do avanco do periélio de uma orbita aproximadamente eliptica.

c¢) Para Merctrio (a = 57.9 x 10° m, € = 0.206, 7 = 0.241 anos) o avango anémalo
do periélio é de w ~ 42.7 arcsec/século. Calcule o valor de 5 de modo a que este

Lagrangeano seja compativel com esta observacao.

Resolugao: a) A resolugao segue exactamente a do Exercicio 2.1 com as seguintes

alteragoes. A equagao radial (2.1.17) fica

mM 24+ 2
el B

mit = -G St (2.1.38)
pelo que a equagao radial em termos de u, (2.1.24) fica,
d? 2 GM
—mjzusz;L = —GmMu® +m(j* +28)u’® < dT;; + wu = o (2.1.39)
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onde definimos

26
i
Logo, temos ainda uma equagao do tipo da de um oscilador harménico (em ¢):

d? GM GM GM
40 (u — j2w2) + w? (u — j2w2) =0 = u= o + Acos(wlp — ¢o]) , (2.1.41)

w=1+ (2.1.40)

onde A e ¢ sao duas constantes de integracao. Daqui se deduz que a solucao para a

variavel r é:
j2w2

r(¢) = —CM . 2.1.42
) 1+ i cos(wlo — ¢o)) | )

Esta equagao ja nao é do tipo (2.1.27) e portanto a trajectéria ndo é uma curva cénica.

Contudo, se

2
l~w= 1+,—§:1+,ﬁ2 & ,ﬁ2<<1, (2.1.43)
J J J
as orbitas serao aproximadamente cénicas com
Aj? j°
~ 1 —€) ~ 22— 2.1.44
~ar  UT =g (2.1.44)

mas com uma caracteristica qualitativamente nova. O periélio ¢ atingido quando
27
w[¢—¢0] =2m, nelN, <& (b:(lﬁo,(bo—l—j,... (2145)

pelo que em cada revolugao o periélio avanca

Ap=2T gpn 2P (2.1.46)
w J

Observe que para o periélio de facto avancar, 5 < 0.

b) A velocidade angular do avanco do periélio é (expressando o periodo 7 da érbita

em anos)
2 23 q/ 360 x 3600 x 10083 /
Wap = ——— = — rad/ano = — arcsec/sec .
v JiT GMa(l — )T GMa(l —e)r
(2.1.47)
¢) Usando para a massa do Sol M = 1.98 x 10%° kg, obtemos
B=-581x10" J-m?/kg . (2.1.48)
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2.2 A gravitacao Newtoniana e a relatividade restrita:
inconsisténcias

A forca gravitica Newtoniana exercida por uma massa pontual M pode ser derivada do

potencial

¢ = _e (2.2.1)

r
que por sua vez resolve, para o caso de uma massa pontual, a equacao de campo da

gravitacao Newtoniana: a equac¢ao de Poisson
A¢ = 4rGp (2.2.2)

onde p representa a densidade de massa. Com a formulagao da relatividade restrita (1905)

tornou-se claro que esta equacao deveria ser modificada de modo a tornar-se invariante

perante o grupo de Lorentz (ou de Poincaré). De facto:

e 1no lado direito da equacao aparece a densidade de massa p, que é dependente do
observador. A densidade de massa é a massa por unidade de volume p = m/V. Se
um determinado observador mede uma densidade de massa p, um observador que se

move relativamente a ele com velocidade v mede uma densidade de massa

,omasiym’ 1 geamym 1 — .2 S
= V /1 —v2/c? V(\/l—v2/02)2_7p’ 7_\/1—112/02.
(2.2.3)

Note-se o factor de 42 reflectindo a contracio do comprimento na direccao do movi-

mento e o aumento da inércia. Logo o lado direito de (2.2.2) ndo é um invariante.

e No lado esquerdo da equacao aparece um operador apenas com derivadas espaciais;
a auséncia de derivadas temporais mostra que, na gravitacao Newtoniana, o campo
se propaga com velocidade infinita; isto é, aparece instantaneamente, o que é incon-

sistente com a causalidade relativista.

Para compreendermos melhor o tltimo argumento consideremos as duas seguintes si-

tuagoes. Em primeiro lugar consideremos que (isto é uma Gadankenexperiment) o Sol
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desaparece. Quanto tempo demora o planeta Terra a sentir que o campo gravitico do Sol
desapareceu e consequentemente a mudar a sua orbita de aproximadamente eliptica para

rectilinia? Na gravitacao Newtoniana a resposta é: instantaneamente. Contudo a causali-

dade relativista estabelece que nenhum sinal se pode propagar a uma velocidade superior
a ¢, a velocidade da luz no vazio.

Em segundo lugar consideramos uma situacao andloga numa teoria de campo relativista:
o electromagnetismo. Consideramos que uma pequena carga se desloca no campo de um
dipolo eléctrico. Num certo instante o dipolo é feito oscilar. Quanto tempo demora a
pequena carga a sentir a alteragao do campo electromagnético? A resposta é: o tempo

necessario para que a onda electromagnética resultante da oscilagao do dipolo atingir a

carga. Isto porque no electromagnetismo, uma flutuagao do campo se propaga com uma
certa velocidade (que é exactamente a velocidade da luz). Matematicamente existem, no

vazio equagoes de onda, (1.2.6) e (1.2.9), que reescrevemos
0A,=0, (2.2.4)

onde A, = (¢, /T) é o 4-vector potencial electromagnético.
Na teoria relativista da gravitagao podemos esperar que flutuacoes do campo gravitico

se propaguem como ondas gravitacionais e que exista uma equacao de onda, o que nao

acontece na teoria Newtoniana.

Exercicio 2.3: Estrelas de Mitchell. Deduza a relagao, em gravitacao Newto-
niana, entre o raio R e a massa M de uma ‘estrela’ cuja velocidade de escape seja igual
a velocidade da luz c.

Resolucao: Consideramos a conservacao de energia mecanica para um corpo de
massa m entre a superficie da estrela, de onde sai com velocidade ¢ e o infinito, onde

chega com velocidade nula:

GmM 1 2GM
—T+§m0 =0+0 = R= =

. (2.2.5)
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Uma nota histérica. Em 1783, o reverendo John Mitchell (1729-1793), um

astronomo britanico amador, propos que a gravidade poderia afectar a luz tal como
afectava a matéria (note-se a nao trivialidade desta proposta numa altura em que a
natureza da luz nao era clara). Por um raciocinio andlogo ao calculo anterior, Mitchell
concluiu que poderiam existir corpos com uma atraccao gravitacional tao intensa que
“toda a luz emitida por eles iria voltar a cair no corpo”. Estes objectos hipotéticos
foram denominados estrelas de Mitchell.

Em 1795, Pierre Simon Laplace (1749-1827), independentemente, chegou a mesma
conclusao e argumentou que “é portanto possivel que os grandes corpos luminosos do
universo sejam, por esta razao, invisiveis.”

A relagao (2.2.5), curiosamente, serd obtida exactamente na mesma forma em relati-
vidade geral, para o raio areal R do horizonte de acontecimentos de um buraco negro de

massa M, chamado raio de Schwarzschild. Mas, como veremos, a interpretacao fisica

de um buraco negro em relatividade geral serd muito diferente da de uma estrela de

Mitchell.

2.2.1 Efeitos gravito-magnéticos

Existe um outro tipo de efeitos que esperariamos numa teoria relativista da gravitacao, mas
que nao estao presentes na gravitacao Newtoniana: efeitos do tipo ‘magnético’. Para de-
duzir a sua existéncia consideramos uma ‘gadankenexperiment’. Temos dois observadores,
a Ana e o Zé, em movimento relativo com velocidade v. Os dois observadores contem-
plam duas correntes de massa paralelas. Numa posicao simétrica entre as duas correntes é

colocada uma particula:

e Do ponto de vista da Ana, as correntes de massa tém a mesma densidade p e veloci-

dades iguas mas opostas —v e v - Fig. 2.3 (painel superior).

e Do ponto de vista do Zé a corrente inferior tem velocidade zero e a superior tem

velocidade ~ —2v (para v < ¢) - Fig. 2.3 (painel inferior). Por um raciocinio andlogo
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Velocidade: -v; densidade de massa p

Particula em
equilfbrio @

(por simetria) Velocidade: v; densidade de massa p

Passa Zé com
velocidade v

2 —
"

Velocidade: = -2v; densidade de massa >p

Velocidade -v S
Velocidade: 0; densidade de massa <p

Passa Ana com
velocidade -v

i hS

Figura 2.3: O ponto de vista da Ana (painel superior) e o ponto de vista do Zé (painel
inferior).
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ao feito em (2.2.3), a corrente superior tem uma densidade de massa superior a p

enquanto que a inferior tem uma densidade de massa inferior a p.

Do ponto de vista da Ana, a particula estda em equilibrio por simetria. Do ponto de vista
do Zé, contudo, nao hé simetria; acresce que como a gravidade Newtoniana ¢ insensivel a
velocidade, interessando apenas a densidade de massa, a particula deveria ser atraida para
a corrente superior, que tem uma maior densidade de massa. Dado que a forca gravitica
Newtoniana é semelhante em muitos aspectos a forga eléctrica, denominamos esta resul-
tante por forca gravitoeléctrica - Fig. 2.4. Contudo, sendo a mesma situacao fisica que
aquela que é observada pela Ana, a particula nao pode deslocar-se para a corrente superior
- dado que a Ana nao observa isso. Tem, por isso, de existir outra forca que cancela a forca
gravitoeléctrica, que tera a mesma magnitude e direccao mas sentido oposto - Fig. 2.4.
Esta for¢a nao existia no primeiro referencial; portanto devera estar associada a velocidade
da particula. Como apenas a corrente superior tem velocidade nao nula, esta experiéncia
sugere que existe uma forga gravitomagnética repulsiva entre correntes de massa paralelas;
note-se o contraste com o electromagnetismo, onde a forca entre correntes paralelas é atrac-
tiva. Esta diferenga é andloga a diferenca de sinal entre a forga gravitacional (atractiva) e
a forga eléctrica (repulsiva) entre cargas com o mesmo sinal.

Estas forgas entre correntes de massa nao existem na gravitacao Newtoniana onde a

quantidade de movimento nao origina um campo gravitacional adicional.

2.3 O principio de equivaléncia aponta o caminho

A seccao anterior poderd sugerir que uma teoria relativista da gravitacao terda proprie-
dades muito semelhantes as do electromagnetismo - a teoria relativista do campo elec-
tromagnético. Ha, no entanto, uma diferenca fundamental que resulta do principio de
equivaléncia.

Na sua forma Galileana, o principio de equivaléncia afirma a universalidade da razao

entre a massa gravitacional e inercial my/m;. Este principio implica a universalidade da
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densidade = p

Ponto Resultante das forcas
de vista ® graviticas Newtonianas

da Ana é zero

densidade = p

densidade > p

Ponto ; Forga “gravitoeléctrica”
de vista :

do zé
densidade < p

Figura 2.4: Comparagao das forcas que actuam na particula do ponto de vista da Ana e
do Zé.

aceleracao dos corpos num campo gravitico. De facto,

P> d=——2" ¢, (2.3.1)

e como tal a aceleracao num campo gravitico ¢ igual para todos os corpos. E pedagdgico
contrastar esta situagdo com o caso eléctrio. Uma particula com massa (inercial) m; e

carga ¢, acelera no campo eléctrico de uma outra carga () do seguinte modo:

— — 1
F = mzd’ s FR = ﬂf
4drey 12

q Q
r

a=—
m; dmegr?

(2.3.2)

logo esta aceleracao depende da razao ¢/m que nao é universal (por exemplo é nula para

um neutrao e nao nula para o protao). Logo, num campo gravitico uniforme, podemo-nos
livrar totalmente do campo no referencial em queda livre, onde as particulas poderao ter
velocidade mas nao terao aceleragao. Por contraste, num campo eléctrico uniforme, apenas
conseguimos eliminar a aceleragao de uma classe de particulas com uma dada razao de carga
para massa. Dito de outra forma, no referencial em queda livre nao existe forca gravitica -

Fig. 2.5. Esta forga pode ser removida (‘gauged away’ ) por uma mudanga de referencial.
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No referencial do No referencial do
observador em observador

queda livre.... na Terra....

Figura 2.5: Comparacao da forga gravitica que actua numa massa (medida por um di-
namometro) num referencial em queda livre (painel da esquerda) e num referencial fixo
a terra (painel da direita). O primeiro nao mede qualquer for¢a enquanto que o segundo
mede.

Um campo gravitico realista, contudo, nao é uniforme. Nesse caso, no referencial em

queda livre, a forca gravitica sera eliminada mas apenas localmente! Como exemplo con-

sideremos uma queda de grande altitude para o planeta Terra. O observador em queda
transporta consigo duas massas que terao trajectorias concorrentes no centro da Terra -

Fig. 2.5. Ao longo da queda, as massas irao aproximar-se. Este efeito acontece devido

as forcas de maré - isto é as diferencas da forga gravitica em pontos vizinhos, que serao

nao nulas se o campo nao for homogeneo. Portanto, enquanto a forca gravitica pode ser
removida no referencial em queda livre, as forcas de maré nao podem.

Na sua formulagao da relatividade, Einstein sempre procurou objectos invariantes, i.e.
independentes de observador. Assim, claramente, a formulacdo da gravitacdo relativista
deveria ter como objecto central as forcas de maré e nao a forga gravitica, que pode ser
removida por uma transformacao de coordenadas. Esta irrelevancia da forca gravitica é
sintetizada no principio de equivaléncia, que pode ser reformulado do seguinte modo:

“Para os observadores em queda livre num campo gravitico, as leis da Mecanica sao,
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Figura 2.6: Uma queda de grande altitude de modo a percepcionar a nao uniformidade do
campo gravitico da Terra.

localmente, as mesmas que na auséncia de gravidade.”

Equivalentemente:

“Para os observadores acelerados na auséncia de gravidade, as leis da Mecanica sao,
localmente, as mesmas que num campo gravitico com a mesma aceleracao gravitica local.”

E se o campo gravitico for perfeitamente uniforme, a equivaléncia é global.

Einstein, de facto, postulou um princiipio mais alargado, denominado de principio de
equivaléncia forte ou principio de equivaléncia de Finstein:
“Para os observadores acelerados na auséncia de gravidade, nao apenas as leis da

Mecanica mas todas as leis da fisca (e em particular do electromagnetismo), sdo, local-

mente, as mesmas que num campo gravitico com a mesma aceleracao gravitica local.”
Com o principio de equivaléncia como guia, e construindo na base da relatividade

restrita, Einstein propos-se a construir uma teoria da gravitacao que:

i) Tenha como objecto central as forcas de maré, que terdao de ser descritas por objec-

tos matematicos que nao possam ser anulados por uma mudanca de referencial. A
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forca gravitica, por outro lado, sera descrita por objectos que podem ser nulos num

referencial (em queda livre ou inercial) e porventura nao nulos em outros referenciais.

ii) Seja coerente com os principios da relatividade restrita e, em particular, tenha uma

propagagao causal (ondas gravitacionais) e efeitos do tipo ‘magnéticos’.

iii) Generalize a equagao de Poisson (2.2.2) para uma forma manifestamente indepen-
dente de observador, mas que se reduza a esta num limite apropriado, de modo a

recuperar os resultados da gravitacdo Newtoniana (com correcgoes).
vi) Explique o avango anémalo do periélio de Merctrio.

Einstein encontrou o formalismo matemaético adequado para conseguir o seu objectivo
na linguagem da geometria diferencial e do cédlculo tensorial. Os principais conceitos de

que necessitaremos serao introduzidos no proximo capitulo.
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CAPITULO 3

Noc¢des fundamentais (e pragmaticas) de geometria diferencial

Como vimos no capitulo anterior, os objectos independente de observador - no sentido
que nao podem ser anulados por uma escolha particular de observador - para a descricao
da gravitacao, sao as forcas de maré. Estes objectos encontram a linguagem matematica

apropriada no cdlculo tensorial.

3.1 Vectores, co-vectores (1-formas) e tensores

Considere uma curva v numa variedade M, n-dimensional (i.e. um espago localmente
difeomérfico a R™). A curva é parametrizada por A e ¢ descrita num sistema arbitrario de
coordenadas, pelas relagoes z*(\) - Fig. 3.1.

Queremos calcular a razao a que varia uma fungao escalar f(x®) ao longo desta curva:

df — of dx* o

Com este procedimento introduzimos dois tipos de objectos na variedade:

o dz®
ut = N é um vector em todos os pontos tangentes a 7y , (3.1.2)
_ or .
fa = e é um co-vector, o gradiente de f. (3.1.3)
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M 2*(\)

Rn

Figura 3.1: Uma curva 7, com parametro A, numa variedade M. Um sistema coordenado
z*(A) é um mapa de uma parte de M para uma parte de R™.

Numa transformacao arbitraria do sistema de coordenadas
r — (3.1.4)

estes objectos transformam-se da seguinte maneira:

of  Of o Ox°

; = = = 1.
f7Oé axa/ al_a axa/ axa/ f7Oé Y (3 5)
, dz® 0z dx® Oz
> = = = o 3.1.6
" d\ Oz dx  0ao " (3.1.6)
Estas equagbes mostram que df /d\ é invariante, isto é:
for u® = fo u®. (3.1.7)

Qualquer objecto A* que se transforme como u®, numa transformacao de coordenadas, i.e.

’

’ axa
AY = —A° 3.1.8
ox® ' ( )

serd denominado de um vector. Analogamente, qualquer objecto p, que se transforme com
f o numa transformacao de coordenadas, i.e.

ox®

= g 3.1.9
b az P ( )

serd denominado por co-vector ou vector dual ou 1-forma. O facto de vectores e co-vectores

se transformarem inversamente sob a mesma transformagao de coordenadas garante que a

contraccao A%p, é invariante; denomina-se por isso um escalar.
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Generalizando estas defini¢oes, um tensor do tipo ( n ) é um objecto T+ s que se

transforma como

n indices contra-variantes

o3 ox  0z% o7 02° 8
T s = T 5 (3110)
L0 Do ozP Oxv T Oz T

m indices co-variantes

numa transformacao de coordenadas. Note-se que a ordem dos indices é importante. Em
geral

B e T8 b (3.1.11)

Note-se ainda que, por definicao, tensores do tipo:

1
( 0 ) sao vectores,
( 0 ) ;
1 sao co-vectores,
( 0 ) ’
0 sao escalares.
0

Um tensor especial é o tensor métrico, ou métrica, g,z, (do tipo ( ) ) e simétrico na troca

dos 2 indices), que é usado para definir o produto interno entre 2 vectores. A métrica é
também a quantidade que representa os potenciais gravitacionais em Relatividade Geral.
A métrica e a sua inversa (¢*’, também simétrico) definem mapas naturais entre o

espaco de vectores e co-vectores:

Vector A ——  co-vector A, = gagAB

Co-vector p, —>  vector pt = gaﬁ Aﬁ

Este mapa corresponde a um procedimento de descer ou subir indices. Note-se que a

métrica inversa é definida pelas relagoes:

9" Gup = dap - (3.1.12)
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Exercicio 3.1: Transformacao da métrica de coordenadas Cartesianas

para polares. O elemento de linha em R?, escrito em coordenadas Cartesianas é

ds® = da® + dy® = g;;da'da’ | {2"} = {z,y} . (3.1.13)
Ou seja
10
01

Observe que este elemento de linha é apenas uma expressao infinitesimal do teorema

de Pictagoras. Usando a transformacao de coordenadas:

T = pcoso ,

'} = {o.y} — {2} ={p¢}  com (3.1.15)
y=psing,

obtenha o elemento de linha em coordenadas polares:
ds* = gpydx” dz’" {2} ={p, ¢} . (3.1.16)

Resolucao: Pela regra de transformacao tensorial

oz O’
L . 1.1
gl] axz 8x],ng ) (3 7)
ou seja
oz’ 83:3 ox oy

Gpp = R 3/) (8_/)) ( ) =cos’ ¢ +sin ¢ =1, (3.1.18)

ap
N O ) Ep—
) = p?sin?® ¢ + p*cos® ¢ = p? (3.1.20)

(3.1.19)
Ox' O’
T 96 90 T ( ) (

ds® = gppda’ da?” = dp® + pPde? . (3.1.21)

Logo
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Figura 3.2: O vector tangente a curva v no ponto P, “vive” no espago tangente a M no
ponto P, denotado Tp(M).

Os tensores sao objectos matematicos que nao estao definidos na variedade. Para

ilustrar este factor reconsideremos o vector u® tangente a curva ~ - Fig. 3.2. Esta figura

torna claro que o vector u® pertence ao plano tangente a variedade no ponto P e nao a

variedade propriamente dita. Este plano tangente, denotado Tp(M), constitui o espago
vectorial a que pertence o vector u®*. Em particular, este espaco vectorial tem uma base, e

essa base, em geral, muda de ponto para ponto, mesmo se a variedade for plana. A tunica

excepcao é o caso em que a base vectorial escolhida é a Cartesiana, que tem a propriedade
de ser invariante de ponto para ponto - Fig. 3.3.

Analogamente, tensores em P podem ser considerados como pertencendo a um produto
tensorial de cépias do plano tangente (ou, no caso de co-vectores, do plano co-tangente).
Decorre desta observagao que tensores em P (do mesmo tipo) podem ser adicionados ou
subtraidos e o resultado é ainda um tensor. Contudo, um tensor em P e outro tensor (do
mesmo tipo) em outro ponto Q nao podem ser combinados de um modo tensorial porque
pertencem a planos tangentes (e como tal espagos vectoriais) diferentes. Dito de outro

modo, as suas componentes estao expressas em bases diferentes. Assim, as operagoes

ANQ) - A%P),  A*(P)B"(Q),

nao sdo operagoes tensoriais (isto é nao sdao validas em qualquer base). Para ilustrar

este facto considerarmos a primeira destas operagoes, A%(Q) — A*(P), e o exemplo da
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A L AQ AQ)y 4

u, (Q) u,(Q)
uy(Q)

\®}
o
<
3
— vy
»
&
3 2
R
SN—
1S
by
Py
vE :
3 2
R
SN—

Figura 3.3: Um referencial Cartesiano (z,y) em R? (espaco Euclideano a duas dimensoes)
e dois pontos P e Q, com coordenadas (1,0) e (0, 1), respectivamente, na base Cartesiana.
Painel da esquerda: a base vectorial Cartesiana (u,,u,) e o vector A = (1, 1) - nesta base
- em P e Q. Painel da direita: a base vectorial polar (u,,uy) e o vector A = (1,1) - nesta

base - em P e Q.

Fig. 3.3. Usando a base Cartesiana, é manifesto, tanto por inspeccao da figura como
subtraindo as componentes, que A%(Q) — A%(P) origina o vector nulo. Contudo, usando a
base polar, temos de ter cuidado: se subtrairmos (ingenuamente) A%(Q) — A%*(P) usando
as componentes na base polar obtemos o vector nulo. Mas esta operacao esta errada,
na medida em que as componentes de A*(Q) e A%(P) se referem a duas bases vectoriais
diferentes. Este facto torna-se claro se reescrevermos estes dois vectores (do painel da
direita da Fig. 3.3) na base Cartesiana, na qual tém componentes: A*(Q) = (—1,1) e
A*(P) = (1,1) e como tal A%(Q)—A*(P) = (—2,0), na base Cartesiana. Portanto, apenas
na base Cartesiana podemos somar/subtrair as componentes de vectores em diferentes

pontos (dado que a base é igual em todos os pontos).

Estas observagoes implicam que a diferenciacao de tensores nao é uma operacao trivial,
dado que os tensores podem estar expressos em qualquer sistema de coordenadas. Para
definir a derivada de um tensor uma regra tem de ser estabelecida para transportar tensores

de um ponto para outro de uma variedade.
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69

Figura 3.4: Uma curva v em torno da qual se encontra definido um campo vectorial A®,
explicitamente ilustrado nos pontos P e Q da curva.

3.2 Derivada Covariante

Uma regra para esse proposito é o transporte paralelo. Para o definirmos consideremos

uma curva 7y, o seu vector tangente u® e um campo vectorial A%, definido na vizinhanca

de v - Fig. 3.4. Consideremos o ponto P da curva com coordenadas z” e o ponto Q com

coordenadas 2 + d2®. Como afirmado anteriormente a operacio

dA®

nao é tensorial. Podemos verificar

A%(Q) — A%(P)
A%(2” 4 daP) — A (2P)
A ydz” (3.2.1)

isto facilmente numa transformacao de coordenadas:

A% é tensor

0 oz ox 9 [0z

/ x x x

Aa , — (03 — Aa

B oz \ Oz ozl OxP (8:5‘1 )
028 o Oz 028
028 Oz P Ox®0zP 0xf' " 7

Lei de transfor-

~~ ~~

termo adicional

magao tensorial

que nao ¢ uma transformacao tensorial. Para obtermos um objecto tensorial, escrevemos

o operador derivada na forma

DA*
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Logo, podemos escrever

DAY = dASHSAY = GA% = A(P) - A%(Q) .

AT(P) = A%(P)  A%(Q) — A%(P)

onde introduzimos 0 A, que também nao é uma operacao tensorial. Este objecto contém
a regra do transporte paralelo que, para prosseguir, necessitamos de especificar: exigimos

que 0A® seja linear tanto no campo A* como no deslocamento dz®; logo tera a forma

SAY =T, A da” (3.2.2)

onde I'}; sdo as componentes de um campo (nao tensorial) denominado conexdo linear. A

priori podemos especificar este campo livremente. Temos agora
o o o B
DA® = (A%, + T A") da (3.2.3)

ou, dividindo por d\, o incremento ao longo da curva,

DA~

o que define a derivada covariante do vector A%, cujas componentes sao:

A%, = A%, 4 To, AN (3.2.5)

Outras notagoes comuns sao

DA~
d\

A%y = VA" = DgA* =V, A .

O primeiro termo na derivada covariante manifesta a variacao das componentes do campo
vectorial numa dada base, enquanto que o segundo termo manifesta a variacao devida a
iacao d tores da b t t lelo.!
variagao dos vectores da base no transporte paralelo.
O facto que A%; é um tensor permite-nos deduzir a lei de transformacao da conexao.

Comegamos Ppor escrever

LA intuicdo sugerida pela Fig. 3.2 é de facto enganadora. Mesmo que a variedade seja plana, se nao
usarmos uma base Cartesiana, o espago vectorial varia de ponto para ponto (porque a base varia) o que
implica a existéncia de uma conexao nao nula.
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No novo sistema de coordenadas a equacao (que é tensorial) toma a mesma forma

/

(0%
A B
’ ’ axa/ axﬂ ’
1% oo N Yo
Fﬂ/ﬁ/A = —axa —83;5/ A B A B
~

1P O P2z O
Q a o " a _- 77 A«
(%+ [sA ) <ﬁx/ﬁ//a;pa/Aﬁ+ Ox*0xP 833/3”4 )

rel Oz 97 0%z 917 | 397
e I A N Y Yo (827)
Como A* = %%A“ e A" é um campo vectorial arbitrario obtemos
, ozt 0x® 0aP Pz 2P
re, o =2 & pe T O (3.2.8)
WE Qar Oz 9z M QxndxB OB

Contraindo com dz*/9z7 obtemos (alterando o indice mudo g — 7 nos termos do lado

direito)

W 0¥ 028 da7 9%z 0P 07
VBT Qxe 928 9z P 92POxy OxP Ox

(3.2.9)

Esta é a lei da transformacao da conexao. O segundo termo revela a natureza nao tensorial

da conexao. Ha duas observacoes pertinentes:

e O segundo termo nesta lei (o termo nao tensorial) ndo depende da conexdo. Logo,

a diferenca entre duas conexoes transforma-se como um tensor. Este resultado sera

usado mais tarde.

e A parte anti-simétrica da conexao, chamada tor¢ao, transforma-se como tensor.

A derivada covariante pode ser estendida a outros tipos de tensor exigindo que o ope-
rador D obedeca a regra do produto no cédlculo diferencial - regra de Leibnitz. Primeiro

notamos que para uma funcao escalar, f,

Osf=fps=1Ffs=Dsf . (3.2.10)
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Seguidamente, notamos que podemos determinar a derivada covariante de um co-vector

(por exemplo) pelo requerimento de que:

d(A%y) = D (A%p,) = DA%p, + A*Dp,,
H,—/ . ~ _

LE 1 LD
¢ escalar
LE: Op (A%po) dz’ = (A% + A%pag) dz”
LD: (475 + TisA") pada” + (A Dgpy) da”

LE=LD =  A%pggda’ — 03 A"pada” = A* Dgpoda®

- Dpa b
d\ “
onde Pasp = Pag — Lo Py | - (3.2.11)

Este procedimento generaliza-se para tensores de tipo arbitrario. Por exemplo, a derivada

covariante de um tensor de tipo ( h ) é dada por

T5., =Tg, + T T —Th 19| (3.2.12)

Estabelecemos assim a seguinte regra: Hd uma conexdao para cada indice tensorial; vem
com um sinal + (-) se o indice for contravariante (covariante).
Até este momento a conexao foi deixada arbitraria. Uma escolha especial é requerer

que a conexao seja simétrica

a _ T«
8 = 1a, (3.2.13)
denominada ‘compativel com a métrica’

(ou conexao métrica ou conexao de Levi-Civita)

Gopry =0 (3.2.14)

Esta é a escolha feita para a conexao em Relatividade Geral; esta escolha implementa a

ausencia de tor¢ao e o principio de equivaléncia de Einstein.
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Pondo
Gopy + Gavip — Gypia = 0,

A equagao (3.2.14) escreve-se explicitamente

Japry = 0= gy _W_ ngy Gop =0
Garyip = 0 gary g _%_ Psg Jap =0

980 = 0 gypa — Th 075 — Ti950u. = 0 .

usando que a conexao ¢é simétrica:

YGoBy + Jav,p — GyBa — 2 ngy Gop = 0 >

contraindo com g**, (y — u)

ng =5 g" (gaﬁ,'y + Gary,p — g'yﬁ,oz) : (3215)

DO | =

A conexao simétrica e métrica é totalmente determinada pela métrica. Neste contexto os

Fg,y denominam-se simbolos de Christoffel. Terminamos esta seccao introduzindo termino-

logia. Um campo tensorial 75 ~¢é transportado paralelamente ao longo de uma curva

se a sua derivada covariante ao longo da curva é nula

Exercicio 3.2: Um vector constante mas nao covariantemente constante.

Considere, em coordenadas polares, um campo vectorial com componentes
A = (AP, A%) =(0,1) . (3.2.17)

Este campo vectorial é constante? Calcule a sua derivada covariante.

Resolucgao: Do Exercicio 3.1 sabemos que a métrica em coordenadas polares é

ds® = dp* + p*do* . (3.2.18)
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Figura 3.5: Coordenadas polares p,¢ de um ponto P. E representado o referencial Car-
tesiano cujo eixo xx define a linha com ¢ = 0. A base vectorial induzida pelo sistema
coordenado é representada em P, P, P” ¢ P”. O versor u; é sempre radial e unitédrio; o
versor us num ponto é sempre tangente a circunferéncia de raio p que passa nesse ponto,
com o sentido em que ¢ cresce e com magnitude p. Claramente, o campo vectorial A = u,

nao é constante.
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A base vectorial induzida por estas coordenadas é:
w = (v, ul) =(1,0), wy=(uhud)=(0,1)=A . (3.2.19)
Em particular note-se que esta base é ortogonal mas nao esta normalizada:
u-uy = ufuig, =1, u;-up = ufuyg,, =0, Uy Uy = UhUY Gy = r? . (3.2.20)

Estes vectores estao representados na Fig. 3.5. A conexao em coordenadas polares tem
as seguintes componentes nao nulas:
I, =— re -1 (3.2.21)
60 = P> Zr .

Assim, as componentes nao nulas da derivada covariante dos vectores da base sdo:

1

Dyuf = . Du§=~, Dyuh=—p. (3.2.22)

A interpretacao destas férmulas é clara. D, u? expressa a componente v (nesta base)

da variacao de u; na direcgao x* (faga uns desenhos para se convencer!).

3.3 Geodésicas

Uma curva é denominada geodésica se extremiza a distancia entre 2 pontos fixos. Seja a
curva v descrita pelas relagoes z*(\) onde A é um parametro arbitrario, e sejam P e Q
dois pontos nesta curva.

A distancia entre P e Q ao longo desta curva é dada por

Q
[ = / \J £ Gapiifd (3.3.1)
P

onde % = dz®/d\. Dentro da raiz quadrada, escolhemos o sinal positivo (negativo) se a
curva for espacial (temporal); assumimos, de momento, que a curva - nao é nula. Note-se

que a distancia [ é manifestamente invariante por reparametrizacoes da curva

A XN (3.3.2)
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A curva para a qual a distancia [ é extremizada é determinada usando o “Lagrangiano”

L{a" ) = /£ g () dniv (3.3.3)
nas equagoes de Euler-Lagrange

Vejamos que condigao especifica se obtém para os z%(\) que descrevem uma geodésica:

oL 29" oL Gop P
=+ = = 3.3.5
oxH 2L oxH 2L ' ( )
d 0L G Qo g’ dL
— =g 4 T St 3.3.6
d\ OzH L L L?  dA ( )
~—~
derivada total
Logo as equagoes de Euler Lagrange ficam
1 . | o G ¥ dL
iz (g,ul/x +guu,ax x _agaﬁ,ux lﬁ) == :i:ML—Qﬁ . (337)
o 1 o
JuB,al i = 9 (Jua,8 + Gupa) i

Como a geodésica nunca é nula L # 0 em todos os pontos. Logo multiplicamos por +1;

contraimos ainda com ¢"°

o L o o dlnL
B4 59" (Gpap + Gupo = Gapu) 1737 = & el (3.3.8)
——
= k()
Obtemos assim a equagao das geodésicas
7 + Fgﬁi’ai’ﬁ = 4%k(N\)|. (onde \ é parametro arbitrario) (3.3.9)

Como 77 = u” é o vector tangente a curva e d/dA\u’ = u®*d,u’ esta equagao pode ser

reescrita como

u® (Oau” + Fgﬁuﬁ) =u’k(N) < |[u*Dou’ = u’k(N)]. (3.3.10)
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Uma escolha particularmente 1til de parametro é (a particularizacao do parametro sé deve

ser feita depois da extremizagao):
T = tempo proprio se a geodésica for temporal ,
s = distancia propria se a geodésica for espacial .
Como d7? = —g,pdz*dz? para as geodésicas temporais;
ds* = gapdaz®dx’ para as geodésicas espaciais;

temos L = 1 em qualquer dos casos e logo

I —0. 3.11
=0 (3.3.11)

Neste caso a equacao das geodésicas simplifica para

27 + Fgﬁi’ai’ﬁ = 0|, (onde \ é parametro afim) (3.3.12)

ou u*D,u? = 05 isto é, numa geodésica o vector tangente é transportado paralelamente (o

que por vezes é tomado como a defini¢ao de geodésica).

As equagoes (3.3.12) sao invariantes por reparametrizagao da forma
A—N=a\+0, a, b constantes . (3.3.13)

Parametros relacionados por esta transformacao com s e 7 sao chamados parametros afim

(transformagao afim).
E ttil reparar que a equacao (3.3.12) das geodésicas com parametro afim pode ser

recuperada usando o Lagrangiano

1
L = §gaﬂz%;~ﬁ : (3.3.14)

nas equagoes de Euler-Lagrange, o que origina um método pratico para calcular as equagoes
das geodésicas.

Por continuidade, a forma de geral u®*D,u = k(A)u” também tem de ser vélida para
as geodésicas nulas. Note-se que neste caso o parametro A é necessariamente nao-afim. Os

parametros tempo e espaco préprio, ao longo de uma geodésica nula obedecem a
dr =0=ds, (3.3.15)
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o que implica que o limite nulo dos parametros afim temporal/espacial é singular (por
exemplo para definir velocidade dz®/d)). No entanto a equagao das geodésicas nulas pode
ainda ser transformada na forma (3.3.12) e nesse sentido encontra-se um parametro afim

(que nao é o limite dos parametros afim temporal /espacial). Vejamos como. Consideramos

dx® Dt~
« — _ — @ . . 1
t o0 e obedece a "\ kt (3.3.16)
Fazendo uma transformacao A* = A\*(\), queremos obter um
o dx® Du®
u® = e que obedeca a v 0. (3.3.17)
Trabalhamos a ultima equacao:
Du® dz? _ dz®
— — WP Dsu® = D
0 P T T
i (e
T odh P\ AN da
~—
tO{
dA\? LA\ dX
Leibnitz = t° <d)\*) Dgt + Pt d}\*agdA*
o DU pedy, N
d\ d\ dy
Dt* o d —d\
& T —t k()\) onde k()\) Y nd)\* .
d)\ A ’ ’
L — ¢~ /7 RN 3.3.18
o0 e , (33.18)

e 0 pardmetro “afim”é obtido como d\*/d\ = e/ T ROV)AN

Resumindo: enquanto que a versao nula de u*D,u’ = k(A)u’ é obtida por um limite
da versao temporal/espacial, a versao nula de u*D,u’ = 0 ndo é um limite da versao
temporal /espacial, dado que a parametrizacao é descontinua.

Terminamos esta seccao notando que ao longo de uma geodésica com parametrizacao

afim (tipo tempo, espacial ou nula) a quantidade escalar
£ =uU, ,
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é constante. Demonstracao:

d
E= (uuq)pu’” = u® guau’ + uugpu’ =0 .

Se escolhermos tempo (espago) préprio para A, entao ¢ = —1 (¢ = +1). Para as geodésicas

nulas, € = 0.

3.4 Derivada de Lie

Na seccao 3.2 definimos a derivada covariante através da introducao de uma regra para
transportar um tensor de um ponto Q para um ponto vizinho P, no qual a derivada iria
ser calculada. Esta regra envolveu a introducao de uma nova estrutura na variedade: a
conexao linear. Vamos agora definir um outro tipo de derivada, a derivada de Lie, que nao
necessita da introducao de qualquer estrutura adicional.

Tal como na seccao 3.2 consideremos uma curva 7, o seu vector tangente u® = % e
um campo vectorial A%, definido na vizinhanga de v - Fig. 3.4. Consideremos ainda os
pontos P (coordenadas z) e Q (coordenadas z® + dx®)

A equacao 2’ = x® + dx® = z* + u®d) pode ser interpretada como uma transformacao

infinitesimal de coordenadas, de z® — 2/*.2 Numa tal transformacao de coordenadas o

vector A% transforma-se

83:,/04
locf _ B
A2 = axﬁA (7)
= (05 +updA) A%(x)
= A%(x) + ugA%(z)dA (3.4.1)
Por outras palavras
A(Q) = A*(P) + u3A°(P)dX . (3.4.2)

Por outro lado, A*(Q), o valor do campo vectorial original no ponto Q pode ser expresso

7 . ~ ~ ’
2Note que neste caso é conveniente usar a notacao z’® e nao z® .
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CcOomo

AY(Q) = A%z +dx)
= A%x)+ Ao‘ﬁ(:p)dxﬁ
= A%(P) + uPA%4(P)dX . (3.4.3)

Em geral, A*(Q) e A%(Q) nao serdo iguais. A sua diferenga define a derivada de Lie de

um vector A% ao longo da curva

£,A%(P) = A%(Q) ;AAM(Q) . (3.4.4)

Logo

£,A% =uP A%y —u A7 (3.4.5)

Esta equagao nao é manifestamente covariante. Contudo £,A“ é um tensor. A natureza

tensorial torna-se evidente se reescrevermos
LAY = uPA%, — o AP

= WP(A%, + Do) — (u + Do) A’

= uﬁAO‘ﬁ —u” AP (3.4.6)

O facto de que a derivada de Lie se pode definir sem recorrermos a uma conexao linear
mostra que esta é uma operacao mais ”primitiva” que a derivada covariante.

A definicao de derivada de Lie estende-se a todo o tipo de tensores. Para escalares

d
£of = % = fou®| = fou . (3.4.7)

Para co-vectores, repetindo os mesmos passos obtemos

Lo Do = P U° B 3.4.8
Pa = DPapu _+ u”, ps (3.4.8)

tinha de ser 4+ para as conexoes
cancelarem ao covariantizar

fnd pa;ﬁ UB + uﬁ;a pﬁ .
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Para um tensor do tipo ( . )

a « o w m «
£, T% = T, v —u®, T +u 5 T,

= 19, ut—u®, T+ uy TC (3.4.9)

As restantes generalizacoes sao 6bvias. A derivada de Lie como qualquer derivada,

obedece a regra de Leibnitz do calculo diferencial:

£u(A%Dg) = (L2 AV ps + A (Lups)| - (3.4.10)

Um campo tensorial 7 g ¢ Lie transportado ao longo de uma curva ~ se a sua derivada

de Lie ao longo dessa curva é zero:
£, 5. =0, (3.4.11)

onde u® é o vector tangente a . Suponha que se escolhem coordenadas de modo a que

2!, 22 e 23 sdao todos constantes em v, enquanto que z° = X varia 7. Nesse sistema de

coordenadas?
dz®
u® = % L (3.4.12)
Logo u® 4 =0 e como tal
Q... Q... n* d Q...
LT 5. =T g, u'= @T B - (3.4.13)

Assim, se um tensor for Lie transportado ao longo de v, as componentes do tensor sao
todas independentes de z° no sistema coordenado usado. Este resultado é sintetizado no

seguinte teorema:

Se £, 7% 5. =0, isto €, se um tensor € Lie transportado ao longo de uma curva -y
com vector tangente u®, entao um sistema coordenado pode ser construido tal que

u* =6y e T 5.0=0. (3.4.14)

~ * . . . . .
3A notacdo = significa igual no sistema de coordenadas especificado.
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Reciprocamente, se num dado sistema de coordenadas as componentes de um tensor nao
dependem de uma coordenada particular 2° entdo a derivada de Lie do tensor na direccao

u® (u® =65 € zero.

Vemos deste modo que a derivada de Lie é a maneira natural de expressar covariantemente

a invariancia de um tensor numa certa direc¢ao.

3.5 Vectores de Killing

Se, num dado sistema de coordenadas, as componentes da métrica nao dependerem de 2°,

entao, pelo teorema anterior,
Legap=0 . =067 (35.1)

O vector £* é denominado um vector de Killing e define uma isometria. A condigao para

&% ser Killing é, explicitamente

0= "55 Jap = ga;ﬁ + gﬁ;a . (352)

Portanto o tensor ( 9 ) ap € antisimétrico se £ ¢ Killing.
Os vectores de Killing podem ser usados para encontrar constantes do movimento as-
sociadas ao movimentos geodésico. Suponhamos que u® é tangente a uma geodésica com

parametro afim \. Logo

uéy) = (u"a)p u”

= ugully + Lapuu” =0 . (3.5.3)

Y

d\
ZEro porque  zero porque
é geodésica  ¢é Killing

Logo u®¢, é constante ao longo da geodésica.
Consideremos um exemplo: o elemento de linha de um espago-tempo estatico e com

simetria esférica:
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr* + rdQ* (3.5.4)
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onde d€)? denota o elemento de linha da 2-esfera:
dQ? = df* + sin® Od¢? . (3.5.5)

Como a métrica nao depende de t ou ¢ os vectores

o Ox° o o Ox® o
§iy = T o0 5 o= 55 =% - (3.5.6)

sao vectores de Killing. As quantidades
E=-uy& 3 L=uq& (3.5.7)

sao constantes ao longo de uma geodésica com vector tangente u®. Se a geodésica for
temporal e u® for a 4-velocidade de uma particula que se move ao longo da geodésica,
entdo E e L sao interpretados, respectivamente, como energia e momento angular por
unidade de massa. Note-se que o facto de existir simetria esférica implica a existéncia de

outros 2 vectores de Killing adicionais:

(10 = sin¢ Jp + cot O cos ¢ 0, (3.5.8)
§(2)0a = —cos ¢ Oy + cot Osin ¢ Oy . (3.5.9)

Exercicio 3.3: Mostre que os vectores anteriores sao de facto vectores de Killing
na 2-esfera, S? com elemento de linha (3.5.5).

Resolugao: Considerando g, da*dz” = df* + sin® 0 d¢?:

(£e9)as =0 = Gapu 55) + 9us Sﬁ),a + Jap 55)75 =0; (3.5.10)
00
Esta equagdo tem 3 componentes correspondendo a af= (0]
0o
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Estas trés componentes sao, respectivamente:

o Gl o € g0 S O

®  Gpp oSN+ 2g4s cotf(—sing) =0 &
2sinf cosfsin ¢ + 2 cosfsinf(—sing) =0 ;

o oo st Yoo fg),g =0 <

Jcosp =0,

cos ¢ + sin” 0(——; ”
sin

como queriamos demonstrar. O célculo para §é) ¢ analogo.

Se adicionarmos a estes dois vectores de Killing na 2-esfera aquele ja observado anteri-

ormente devido a métrica nao depender de ¢,

Podemos agora calcular a dlgebra de Lie dos vectores de Killing, através do calculo dos

respectivos comutadores:

€ay » o) = [sing Oy +cotfcosg Oy , —cos¢ Oy + cot fsin ¢ Oy

.2
— _211?12? Oy + cot B cos s g + cot’ f cos® ¢ O
2
_cos ¢ 8¢—W89+00t295in2¢ O

sin? @

[§(2) , §(3)} = [—cos¢ Oy +cotfsing 0, , Oy
= —sing dy —cotfcosg Oy = =&y ; (3.5.13)

[f(:s) ) f(l)} = [0g,sin¢ Oy + cot O cos ¢ 0y)
= cos¢ Jp — cotOsing Oy = —§9) - (3.5.14)
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Logo £y 5 &@2)) = —€ijk &r)- Esta dlgebra de Lie corresponde ao grupo de Lie denotado
SO(3), que é o grupo das rotagoes em 3 dimensoes espaciais. O grupo obtido pela dlgebra

dos vectores de Kiiling define o grupo de isometria de uma variedade.

3.6 Planura local

Para um dado ponto P numa variedade é sempre possivel encontrar um sistema de coor-

denadas 2 tal que

9orp(P) = Ny 5y (P)=0, (3.6.1)
onde nyp = diag(—1,1,1,1) é a métrica de Minkowski. Este sistema de coordenas

denominam-se o referencial localmente de Lorentz em P (no caso Lorentziano) ou sistema

de coordenadas normais (no caso Euclideano). Mas notemos desde ja que nao é possivel,

anular simultaneamente as derivadas da conexao em P, T%‘;y,(P), quando o espago tempo
for curvo.

Este resultado, denominado teorema da planura local, tem a seguinte interpretacao
fisica: os observadores em queda livre nao observam forga gravitiva no seu referencial
<F%:v’ (P) = 0) e observam uma fisica localmente igual aquela que observam no espago
de Minkowski (go s (P) = nwp), como referido pelo principio de equivaléncia de Einstein.
As forgas de maré, contudo, que sao dadas pelas derivadas da conexao, nao podem ser
anuladas; como ja foi referido varias vezes, elas sao a verdadeira assinatura da gravidade.

Demonstramos agora o teorema em dois passos:

1) Seja x® um sistema coordenado arbitrario e assumimos, sem perda de generalidade,
’ . . . / .
que P estd na origem quer do sistema x® quer do sistema x®. Assim sendo, as
coordenadas em ambos os sistemas de um ponto préximo de P estao relacionadas
por
! !
= A% 2 +0(2?) r* = A%, 7+ 02, (3.6.2)
! ~ . ~ 7 .
onde A% e A%, sao matrizes constantes que sao também a inversa uma da outra

A Al =8, AT, AN =67 (3.6.3)

w
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Sob esta transformacao a métrica fica

0x® 02"
0 917, 97
N

B
Aaa/ A B

g (P) = (P) . (3.6.4)

Vamos requerer que o lado esquerdo seja 1. Isto da-nos 10 equagoes para as 16
componentes incognitas da matriz A®,. Logo o sistema esta subdeterminado; uma
solucao pode sempre ser encontrada que deixa ainda 6 componentes por determinar.
Esta liberdade corresponde a liberdade de fazer transformacoes de Lorentz (3 rotagoes

e 3 boosts) o que nao altera a forma da métrica de Minkowski.

O resultado estabelecido, que a métrica pode ser transformada, num ponto, na
métrica de Minkowski, é de facto um caso particular de um bem conhecido resultado
em algebra matricial conhecido como a lei da inércia de Sylvester, que passamos a
rever. Seja g uma matriz quadrada, real e simétrica de ordem n. Qualquer matriz
nao-singular A, de ordem n, transforma ¢ numa outra matriz simétrica ¢’, equiva-
lente e da mesma ordem n: g — ¢’ = AgA”. Observe-se que esta é exactamente a
equagao (3.6.4). A lei da inércia estabelece que uma matriz simétrica g pode sempre,
por este processo, ser transformada numa matriz diagonal equivalente com entradas
0, 1 e -1 na diagonal, e que o nimero de entradas diagonais de cada um destes tipos
é um invariante de g (ndo depende de A). O ntmero de zeros, denotado ng, é igual
a dimensao do kernel de g. O nimero de +1 (-1) denotado ny(n_) é denominado o

indice positivo (negativo) de inércia. A assinatura de g é definida como sendo
assinatura (¢g) =ny —n_ , (3.6.5)

e é um invariante de g. Em relatividade geral em quatro dimensoes trabalha-se com

assinatura(g) = 2.

2) Suponhamos que uma escolha particular foi feita para A®,. A%, é obtida invertendo

A, e a transformacao de coordenadas para as coordenadas normais fica definida em
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1* ordem. Consideremos esta transformacao em 2* ordem

A 8 1 B w8 oG 3.6.6

% =A% 2" + -B%, 17 27 + O(2”) , (3.6.6)

2

. / ~ . , . , . . .
onde os coeficientes (constantes) B, sdo simétricos nos indices inferiores. Recorde-

mos que numa transformacgao de coordenadas a conexao linear se transforma como

) ox® 0xP o7 Pa®  OxP Oz

3{61 = Fa . (367)

T dxe 9aP gy P 9w 98, 9P
N = e e N

of B ol of B ol
emP—) AOé Aﬁ/ A’Y/ B’Yﬁ Aﬁ/ A’Y’

Como queremos Tﬁ‘,/ﬁ,(P) = 0 temos

A% AP, AT T9(P) = BYy A% A7, (3.6.8)

. ~ ! !
ou, contraindo ambos os lados da equagao com A%Aﬁl,,

BY, = A% T9(P). (3.6.9)

~ . / . ~
Estas equagoes determinam B¢, unicamente, e a transformagao de coordenadas para

coordenadas normais fica conhecida até a segunda ordem. Independentemente dos

termos de ordem superior ela garante que

ga/B/(P) = 770/B’ Fg:,y,(P) = O s (3610)

o que estabelece o teorema da planura local.

3.7 O determinante métrico

A quantidade /|g| onde g = det g5 aparece frequentemente em geometria diferencial.

Nesta seccao vamos estabelecer trés importantes propriedades sobre esta quantidade.

Propriedade 1 - A quantidade

A /5 onde g =det gup , (3.7.1)
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¢ o determinante Jacobiano (ou simplesmente Jacobiano) da transformacao de coordenadas

/

z® — 1% = 2% (2%) . (3.7.2)

Demonstragao da Propriedade 1 - Recordemos, do calculo vectorial elementar, que

9z’

5. € 0 Jacobiano ¢é

a matriz Jacobiana para a transformacao de coordenadas (3.7.2) é

/
J = det (%). Considerando a transformacao da métrica:

or® Oz

ga/ﬁ/ = _al‘a/ 8.1’6/ gaﬁ (373)

e tirando o determinante:

a

ox o0z’ _9 19
det Jorpr = det W det W det Jap = g/ =J g = ? =J s

0 que prova a afirmacao.

Propriedade 2 - A quantidade

Vgl d*z (3.7.4)

com |g| = —g se a métrica for Lorentziana, é um elemento de volume invariante & volta do
ponto P (arbitrario).

Demonstragao da Propriedade 2 - Recordamos, do cédlculo vectorial elementar, que
numa transformacao de coordenadas da form (3.7.2) o elemento de volume ganha um factor
do inverso do Jacobiano

diz = J td' . (3.7.5)
Se inicialmente tivermos um referencial localmente de Lorentz em P (coordenadas nor-
mais), =% (tal que |g| = 1), e transformamos para um sistema de coordenadas arbitrario

2, O elemento de volume 4-dimensional & volta de P é
/
diz = J7d = | L = /|g]d's . (3.7.6)
g

Logo, o elemento de volume nas coordenadas arbitrarias é (3.7.4). Este resultado generaliza-

se para uma variedade de dimensao arbitraria n e com qualquer assinatura da métrica:

Vgl d"z ¢ um elemento de volume invariante. (3.7.7)
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Propriedade 3 - A derivada de 4/|g| verifica a relacao:

1

Demonstracao da Propriedade 3 - Comegcamos por observar que

1 1
Cha = 59" (e + Googi = Gpew) = 5 9" G
simétrico p <> v antisimétrico p <> v

Seguidamente consideremos, para uma matriz arbitraria M (ndo singular), a variagao

de In | det M| induzida pela variagao dos elementos de M:

dln|det M| = In|det(M +dM)| —In|det M|
~ <det(M+5M))
det M
= In(det M~" x det(M + 6M))

= Indet(M Y (M + §M))
= Indet(1+ M '6M) . (3.7.9)

Usamos agora a identidade
det(1+¢)=1+Tre+O(e%) , (3.7.10)
valida para uma matriz € cujos elementos sao pequenos. Logo
SIn|det M| ~In(1+Te M 'oM) ~Tr M '5M . (3.7.11)

Seguidamente aplicamos este resultado a M = g.g:

dln|g| = Trg“ﬁégﬁu = 95980 (3.7.12)
ou, equivalentemente,
0 Iylg
—Inlgl = 9"gasy & — =9"Gup, - 3.7.13
o 1191 = 9779, g =0 et ( )
No caso Lorentziano, em que |g| = —g, obtemos entao

1

V=3

0,(— 1
OV —9g = A) (—g)gaﬁgaﬁ,u@

1
— O/—9==9gos . =T% ,(3.7.14
2\/_—9 2\/_—9 H 29 9ap,u au)( )
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o que demonstra a propriedade 3.

O resultado (3.7.8) permite-nos estabelecer férmulas da divergéncia convenientes para

vectores e tensores anti-simétricos:

e Para qualquer campo vectorial

o« _ L ey |
A = \/__g(\/_gA M (3.7.15)

de facto

1
-9

1
A, = AY T AP =AY+ ——05/—gA° = (V=9A%, + Oa/—gA")
) ’ ’ /_g ’
1
= —(vV—9A%) . .
=W ),

e Para qualquer campo tensorial antisimétrico:

2

B, =

, \/%_g(\/_—ggaﬁ)ﬁ : (3.7.16)

de facto

1
af _ napB B ap T8 af a
B, =B",+B" Hﬁ+B“FM6—\/_—g(V—gB 5+ 0,/—gB ﬂ).

Nota 1: Uma férmula andloga aplica-se a campos tensoriais anti-simétricos de rank

antisimétrico simétrico

mais elevado, B*~on = Bloton].

1
Bal...an.a _
;Qn \/__g

Observe-se que estes campos tensoriais s existem se

(V=g B**) o |. (3.7.17)

dim espacgo-tempo > n .

Nota 2: Para um campo tensorial simétrico A*® = A@#).

= (VgAY (37.18)

As férmulas (3.7.15), (3.7.16) e (3.7.17) sdo maneiras muito praticas de calcular di-

vergencias.
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3.8 O tensor de Levi-Civita

O simbolo de permutagdes [« 5 v 4], definido por

—1 se afyd é uma permutagao impar de 0123

+1 se affyd é uma permutagao par de 0123
la By d]=
0 se 2 indices sao iguais

é uma quantidade nao tensorial muito 1util. Por exemplo, pode ser usada para definir o

determinante de uma matriz

det[MW] = [Oz ﬁ Y 5] MOa Mlﬁ ng/ M35

= [a B v 8] Moo Mpy M.y Mss . (3.8.1)

Ambas as igualdades podem ser estabelecidas por calculo directo. Note-se que as duas

igualdades anteriores estabelecem a bem conhecida igualdade que

det[Mﬁa] = det[Maﬁ] . (382)

(i.e. determinante invariante na troca de linhas por colunas)

Mostramos agora que a combinacao

Eapys = V=g [ B 0], (3.8.3)

é um tensor: o tensor de Levi-Civita.
Para demonstrar este facto, comecamos por considerar a quantidade:

ox® 0xP Oz 0z .
ox® Ozf Oz 0xd '’

[ B 7 9] (3.8.4)

ela é completamente anti-simétrica nos indices com linha. Logo tem de ser proporcional a
[/ B ~" §'] (dado que s6 tem 1 grau de liberdade em quatro dimensoes):

ox® 0xP 0xY 0x°

=AM’ B4 0, (3.8.5)

onde A é o factor de proporcionalidade. Para determinarmos A consideremos o caso parti-

cular
o pfyd=0123 = [&FA=1;
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para esta caso (3.8.5) fica

ox® 0xP Ox7 0x°

A= ) . 3.8.6
Eaﬁ 70 0zY OxY 0x¥ 0¥ ( )
8 « /
det —x, ey
ox® ~~ g
Jacobiano da
transformacao
Logo
0x® 02° 0x7 020
— 5 =/—q [ B~ & . 3.8.7
V=glaBrdl 55 55 55 gy = V9 [ 879 (3.8.7)
Isto estabelece que, de facto, €455 se transforma como um tensor do tipo ( g )
Notemos que esta demonstracao poderia ter comecado com a relacao
oz 0z 9z 9%
) =N g+ 7. 3.8.8
e B7 0] 5o 55 5 58 =1 B I (3.8.8)
o que teria levado, analogamente, & a conclusao que \' = 5.
Logo

1 ox® 9x" 027" 0% 1 PR

Definindo

goss L [ B 6], (3.8.10)

verificamos que £*%7° se transforma como um tensor ( o )

Este também ¢ o tensor de Levi-Civita, obtido de €,4s subindo os 4 indices; isto ¢

EaBys = Gau 9pv Gyx Gsp 5MV)\p . (3811)

Escolhendo o« S v0=0123

1
€0123 = ——F7/— [M v A P] Jop 91v 92X 93
N " ’

1

= = 9=V (3.8.12)

que é compativel com (3.8.3) e explica o sinal ‘menos’ na definigao (3.8.10).

O tensor de Levi-Civita é de grande utilidade em geometria diferencial.
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3.9 Curvatura

O tensor de Riemann (ou tensor de curvatura) pode ser definido pela relacao

[Dg, D] A" = —R*_, A (3.9.1)

vaf3

—_—
Au;ozﬁ a AM;BOJ
para qualquer campo vectorial A*. Calculemos explicitamente o lado esquerdo desta
equacao:
Alu;ozﬁ - 85(14“;&) + FZLBAO;Q - PZBAM;U
= 00 A" + 05(IT, A7) + T45(0aA” + T7, A7) — I75(0, A" + T, A7)

= OsOn AN ATV JAT 4 TH DA% + TV 0, A7 4T TI AT — T, (0, AF 4+ T4 A7)
H/_/ (. ~ / N J/

-~

simétrico a <> 8 simétrico a <> 8 simétrico a <> 8
os termos simétricos na troca de o com 3 desaparecem na subtracao A" p A" o LOgO

Alu"aﬁ - AH?BOC = FZ’O&,BAJ + FgﬁFZaAT - F/:'ﬂ,aAU — FgaFZBAT
— Fﬂ

viB,a

= (T

v + Fg‘ﬂl“‘;a —TE T7)AY .

oa~ vB

Logo, pela definigao (3.9.2), obtemos uma expressao para o tensor de Riemann em termos

da conexao (note-se que esta expressao assumiu a conexao de Levi-Civita):

R, g =Tt  —T¢ s+ D0 T, —THT7,|. (3.9.2)

vB,a v ca~ vB

Por definicao o tensor de Riemann é anti-simétrico nos ultimos 2 indices. As suas
restantes propriedades de simetria dependem da escolha da conexao. Para o caso da
conexao de Levi-Civita (3.9.2), estas propriedades podem ser obtidas através da forma do

tensor de Riemann num referencial localmente de Lorentz. Nesse referencial, no ponto P

9u(P) =, T a(P) =0, mas T, (P) # 0 ;

Il =

1
R, s 59" (Govp + Gopw = Gupo))a — > B

1
= é(gua(gau,ﬁ + Gopv — gy@g)),a — Q<> 6 ;

Carlos Herdeiro



94

Nogoes fundamentais (e pragmaticas) de geometria diferencial

logo, eliminando os termos simétricos na troca de o com

*

Rauaﬁ - §<g06,ua — QvB,oca — Yoo,uB +

[ obtemos a expressao

gua,06> . (393)

Esta forma implica as seguintes relagoes tensoriais (e portanto vélidas em qualquer sistema

de coordenado)

anti-simétrico na troca

dos elementos do 2° par

Rauaﬁ\ — ,_Ruoaﬁ _Rauﬁa. — ,RQBUV . (394)
anti-simétrico na troca simétrico na troca do
dos elementos do 1° par 1° par com o 2° par
Uma outra simetria menos 6bvia é:
Rauaﬁ + Raﬁua + Roaﬁu =0 > (395)

que sao as Primeiras identidades de Bianchi. Para as demonstrar basta expandir a ultima

equagao em termos de (3.9.3):

Yopwa — Gopea — Jhawp T Doesad
+ dapy — sawr— I/ 4d T+ IBrea
+  94)dd — e — Gopor + Gapo=0 .

Existem também as segundas identidades de Bianchi:

Rauua;ﬁ + Rauﬁu;a + Ra;wzﬁ;u

=01,

(3.9.6)

cuja demonstragao ¢ (no referencial localmente de Lorentz) exactamente andloga a anterior.

O tensor de Riemann, definido como
Dy, DalA* = R, A
obedece ainda a
P — Pu;Ba

Carlos Herdeiro
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para um co-vector arbitrario e também a

Tl;aﬁ - Tl:;ﬁa = _Ru)\aﬁ T>1\/ + R)\yaﬁ TH)\ ) (399)

para um tensor ( . ) arbitrario. A generalizagao para tensores de Rank mais elevado devera
ser Obvia. O numero de termos com o tensor de Riemann do lado direito é igual ao niimero
de indices tensoriais.

Contracgoes nao nulas do tensor de Riemann produzem o tensor de Riceci,

Ros = R" (3.9.10)

apB o

que é um tensor simétrico na troca a <+ 5 : Ro3 = Rg, € pode ser visto como o trago do

tensor de Riemann. O traco do tensor de Ricci, por sua vez, é o escalar de Ricci

R=R', R =g"“R,,. (3.9.11)

I

O tensor de Einstein é definido por

1
GPW = RPW — §gl“/R s (3912)

que também é um tensor simétrico. Este tensor tem divergéncia nula
G", =0, (3.9.13)

por virtude das segundas identidades de Bianchi. De facto, contraindo com (3.9.6) com

ov

g
R;wz;ﬁ - Ruﬁ;a + Ryuag;y =0. (3914)
Contraindo agora com ¢g"’ obtemos
y 1
Ryp—Rat+ Ry, =0 & 2R ;- Ro=0 & R ;—-(R0,)5=0
1
& (R, —5R%)p=0 &G hpy=0. (3.9.15)

As equagoes de Einstein (equagdes do campo gravitico da Relatividade Geral) sao:

G

4

Go8 =

T, (3.9.16)

C
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(usualmente tomam-se unidades em que G = 1 = ¢) e relacionam a curvatura do espago
tempo (representada pelo tensor de Einstein) com a distribui¢do de matéria/energia-
momento (representada pelo tensor de energia-momento). O facto do tensor de Einstein

obedecer a G*, = 0 implica que T, = 0, que ¢é a expressao tensorial da conservagao de

momento e energia. A equagao G, = 0 implica também que, das 10 equagoes de Einstein

(3.9.16) apenas 6 sao independentes. Como a métrica ¢ um tensor 4 x 4 simétrico, tem 10

componentes independentes que as equagoes de Einstein determinam a menos de 4 fungoes

arbitrarias que manifestam a nossa completa liberdade em escolher o sistema coordenado.
Notemos ainda que, contraindo (3.9.16) com g,z

1
gaﬁGaﬁzR—§x4xR:8ﬂT“Bga5

J/

TV
—R =T traco do tensor de momento-energia

1 1
= Gas = Rap = 590s 8 = Rap + 59as(87 1) . (3.9.17)

Logo as equacoes de Einstein (3.9.16) podem ser reescritas

1
Raﬁ = 87T(Ta5 - QQO‘BT) . (3918)
No vécuo (7,5 = 0), portanto, as equagoes de Einstein reduzem-se a afirmacao geométrica

Ras =0 (3.9.19)

Variedades que obedecem a esta restricao dizem-se Ricci-planas.

3.10 Desvio geodésico

O significado geométrico do tensor de Riemann pode ser ilustrado examinando o compor-
tamento de 2 geodésicas vizinhas.

Consideremos duas particulas em trajectérias geodésicas vizinhas
ah(T) ot (7) + oat (1) | T — pardmetro afim . (3.10.1)
As respectivas equagcoes geodésicas sao:
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1) #*(1) + Fgﬁj:a:i’ﬁ =0
2) () + 6(7) + TV (x + 6) (° + 02°)(d” + 64%) = 0
—_— g

)

~~

12

(Ths(x) + 155, (2)027) ~ (i + i 4 28%047)

onde as chavetas exibem termos até a ordem linear em dz e dz. Esta é a ordem em que

iremos trabalhar. Subtraindo 2) - 1) obtemos
5t +2 Thy i%6i” +Th, 6273 =0 . (3.10.2)

Esta equacao esta escrita em termos da segunda derivada parcial de dx*. Queremos
reescreve-la em termos da segunda derivada covariante. Para obtermos isso, recordamos

que, para um vector arbitrario V*
D VH =9, VH+Th VP (3.10.3)

Contraindo com i* que é o vector tangente a geodésica de referéncia obtemos

DVE  dVH
e re Vi . (3.10.4)

Note-se que D/dr = &*D,, e d/dT = ©*0,. A segunda derivada covariante de V* é:

DV# DV# DVe
D = r“
B(dT) 6g<d7)+05d7
(3.10.4) av* oo ave o .
= 85 (W + Fgoz V xXr ) +1—‘Zﬁ < dT + Fp’y VPZL"Y . (3105)
Contraindo novamente com #? temos
D? vk d? v dve
. . Barso .o
dr? - dr2 + Fgo"ﬁ FEVT 4+ Toq dr .
. ave . o

+ Do V73 + Ty ——d + T, T, #73V7 (3.10.6)
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Para aplicarmos este resultado ao nosso caso de interesse consideramos* V# = §2#; logo

-Ths, 627 %P — por (3.10.2)
D2 §xH - N ~
—— = 0+ 20, 6i%7 4TV, ; 0a%i"
+ T, &80+ Ty T @75 (3.10.7)
o i7i° pela equacio das geodésicas
D? 5zt
o o . . B o o . . ﬁ
s = (Pg‘yémﬁ P%B#p) 5a?Pif i 4 (TG T, —Th,I55) 2737 6"
= (Th s —=Th,  +Th, T9 —Th T &7d’6x" . (3.10.8)
Logo
D? §at o
—g = R, &80t (3.10.9)

que é a equacao do desvio geodésico. Esta derivacao torna manifesta que a equacao de
desvio geodésico s6 é vélida em primeira ordem em dx*, d*.

Como ja foi referido, o desvio geodésico é a manifestacao fisica das forcas de maré. Esta
equacao torna explicito o facto de que as forcas de maré sao descritas, em Relatividade

Geral, pelo tensor de curvatura.

4Pode-se demonstrar que, dz se transforma como um vector, em ordem linear nesta perturbacio.
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CAPITULO 4

As equacoes de Einstein e os testes classicos da Relatividade Geral

4.1 Motivacao fisica das equacoes de Einstein

No tltimo capitulo introduzimos as equagoes de Einstein (3.9.16). Estas equagoes re-
lacionam contracgoes do tensor de curvatura com o tensor de momento-energia. Como
demonstrado na Seccao 3.10, o tensor de curvatura descreve o desvio geodésico - a mani-
festagao fisica das forcas de maré. Como tal, as equagoes de Einstein relacionam as forcas
de maré com as fontes de campo. Nesta Seccao vamos ver que, de facto, uma situagao
analoga ja acontece em gravitacao Newtoniana.

Consideremos o movimento relativo de duas particulas em queda livre, em gravitagao
Newtoniana. Suponhamos que temos uma familia de trajectérias z*(s, t), em que s rotula a
trajectoria e t é o tempo (Newtoniano) ao longo das trajectérias. O campo das velocidades

é

R i
b= — 4.1.1
enquanto que o vector
- O
' = 4.1.2
§=5, (4.12)

define um vector que liga trajectérias vizinhas infinitesimalmente préximas - Fig. 4.1.
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Figura 4.1: Duas trajectérias vizinhas, com rétulos s; e ss.

Observe-se que de (4.1.1) e (4.1.2) resulta que

o’ B o
ds Ot

(4.1.3)

Seja ® o potencial gravitacional Newtoniano; entao a equacao do movimento que origina

as trajectorias anteriores serd:

85: = VD .

Se s9 = 81 + ds onde ds < 1 temos

o’ N o’ N Sﬁ%i N o’ +5582£i

Ot ls, Ot s Otdslsy Ot ls ot? |s,
Observe-se que de (4.1.4): a(;f —V,;®| e analogamente para ss.
segunda destas relacoes: : :

%1; L=V o+ %(—VZ@) 5s .
—&V;V;® §s

Comparando (4.1.5) com (4.1.6) obtemos

62 gi
ot?

Carlos Herdeiro
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—¢V,;V,®

i=1,2,3,

(4.1.4)

(4.1.5)

Expandindo a

(4.1.6)

(4.1.7)



4.1 Motivacao fisica das equagoes de Einstein 101

onde introduzimos o tensor de marés Newtoniano®

A equagao (4.1.7) pode ser comparada com a equagao de desvio geodésico numa varie-

dade Riemanniana (3.10.9)

D? §x*

dr? = R’ P

o8B
—E*, dz”, a=0,1,2,3.

iV il ar (4.1.9)

Introduzimos aqui o tensor de marés eléctrico, ou parte eléctrica do tensor de Riemann:
E', = R" ,i"i" . (4.1.10)

Dado que dz* e £ desempenham papeis semelhantes nas duas andlises, concluimos que o
papel desempenhado pela matriz de segundas derivadas de ® ¢ analogo ao desempenhado

pela contragao R 5 @#17; expressando em termos da 4-velocidade (TH = ur):

Gravidade Newtoniana Geometria Riemanniana

E; =V,V® —s Ry ' = Eop |

Notemos que tanto E;; como E,z sao tensores simétricos (um em espaco plano 3-dimensional,
o outro numa variedade Riemanniana arbitraria 4-dimensional).
Dadas as observacoes anteriores podemos lancar um novo olhar sobre a equacao de

campo da gravitacao Newtoniana:
AD =47Gp . (4.1.11)

Esta equagao relaciona o traco do tensor de marés Newtoniano £;; com a densidade de
matéria p. Portanto ja em gravitacao Newtoniana, a estrutura das equagoes de campo

revela a relacdo fundamental entre fontes de campo e tensor de marés. A tentativa de

1Observe-se que dado que estamos a assumir um referencial Cartesiano, é equivalente escrever os indices
contravariantes ou covariantes. Note-se ainda que dado que as derivadas covariantes comutam em espaco
plano, o tensor F;; é simétrico.
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construir uma teoria covariante baseada num principio semelhante sugere imediatamente

que as equagoes de campo da Relatividade Geral devem relacionar o traco de E,z

R, W' = Ry, ufu” (4.1.12)

que ¢ o tensor de Ricci visto por um observador com 4 velocidade u*, com a densidade de

matéria/energia vista pelo mesmo observador que é
p=+ T, u'u" . (4.1.13)

Portanto baseados no principio da relagao entre tensor de marés e fontes, podemos esperar

que as equacoes da Relatividade Geral sejam:

R, v o< T}, v'u” (4.1.14)
ou, como é ut arbitrario,
R;u/ =k T;u/ 5 (4]_]_5)

onde k é uma constante a ser determinada no limite Newtoniano. Contudo (4.1.15) sofre

de um problema:

T,’=0 = R, =0, (4.1.16)

Mas pelas segundas identidades de Bianchi

1
R, = 59uV'R. (4.1.17)

s

o que implicaria que o escalar de Ricci teria de ser constante. Se pelo contrario seguirmos

a escolha de Einstein e optarmos pelas equacoes

G = kT,

J7 7]

(4.1.18)

entao pelas segundas identidades de Bianchi GG, ) = 0 e a conservacao de energia é equi-

i

valente a uma identidade geométrica.
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Podemos imediatamente deduzir o valor de k. Como ja vimos na Seccao 3.9, (4.1.18)

implica
]' v
Ry, = k(T,, — 5gWT) , T=Twg" , Tu p . (4.1.19)

A relatividade restrita ensina-nos que

T=—p+(p1+p2+ps). (4.1.20)

pressoes principais
Contraindo (4.1.19) com w"u” temos

1
EY = k(p+ 5(_/)‘1‘171 + p2+p3))

k
= 3 (p+p1+p2+ps) . (4.1.21)

No limite Newtoniano as velocidades sao pequenas, (v < ¢); logo, nesse limite (p; < p).

Logo

(7
E?, ~

D (4.1.22)

o |

Comparando com a equacao Newtoniana E* = 47(G)p, concluimos que
k =8nrG (4.1.23)

e como tal, as equacoes de Einstein sao

87
G;u/ - :4 T;u/ y (4124)

como havia sido antecipado em (3.9.16). No vacuo as equagoes de Einstein sao:

R, =0, (4.1.25)

que determinam o campo gravitacional livre no espago exterior a todas as fontes. Obser-

vamos a importancia que a conservagao de energia T"”  teve na motivagao de (4.1.24).
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A partir de agora (4.1.24) passa a ser um postulado da Relatividade Geral e T* , = 0
uma consequeéncia deste postulado. Uma consequéncia de T, = 0 é a equagao das
geodésicas para pequenos objectos. Logo, em Relatividade Geral, a equacao do movimento
das particulas teste pode ser vista como uma consequéncia das equagoes de campo, em
contraste com o que acontece na gravitacao Newtoniana onde i = —V¢ ¢é independente
de A¢p = 47Gp ou do que acontece no electromagnetismo, em que F = q(E + U X é) é
independente das equagoes de Maxwell F'"” = j* e Fj,,.q) = 0.

Assim sendo, a totalidade das leis da gravitacao de Einstein é sumarizada, no vazio, na
elegante equacao I, = 0, enquanto que na presenca de matéria ¢ sumarizada nas equagoes

(4.1.24).

4.2 A aproximacao de pequenas velocidades e campos
fracos

O argumento da Secgao anterior para a construgao das equacoes de campo da Relativi-
dade Geral baseou-se numa analogia entre tensores de marés Newtoniano e relativista.
Mostremos agora em detalhe que, no limite apropriado, podemos recuperar a gravitacao

Newtoniana das equagoes da Relatividade Geral. Este limite tem duas premissas:

i) é o limite de pequenas velocidades: todas as velocidades envolvidas obedecem a

v, (4.2.1)

e como tal todas as derivadas temporais (no sistema coordenado introduzido na
. ~ . .10 b . ~ .~
segundo premissa) sao sub-dominantes: -7 < 5= (ou seja, a razao de variagao por

ano é muito menor que a razao de varia¢ao por ano-luz).

ii) Assumimos ainda que, localmente, podemos encontrar um sistema coordenado que

¢ aproximadamente Cartesiano no qual a métrica é aproximadamente a métrica de
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Minkowski:

diag(—1,1,1,1) — {t,x'}
=
gMV - nuy + 9 huy 7 (422)

<1

o significado desta equacao é que o campo gravitacional (no sentido relativista) é

fraco. Consequentemente, em 1* ordem em ¢
g =" —eh | (4.2.3)
onde os indices h*” se sobem com n*
N Naw = M, R =t P e (4.2.4)

De acordo com a primeira premissa, assumimos que, neste sistema coordenado, para
qualquer funcao de interesse f, as derivadas temporais sao sempre muito menores

que as espaciais:

of of -
i O(e) x i T 1,2,3 . (4.2.5)

Pretendemos mostrar que, com estas hipoteses:

Equagao geodésica se reduz Lei da forca de Newton
0%z’ ,
u*Dyut =0 — CTE V' ; (4.2.6)
Equacao de Einstein se reduzem Equacao de Newton-Poisson
G = 87T, — A¢ = 4rGp . (4.2.7)

Comecemos por demonstrar (4.2.6). Para a equagao geodésica necessitamos dos simbolos

de Christoffel:

9°(9puw + Gvu — Guv,p)
naﬁ(hﬁmv + hﬁvvu - huv,ﬁ) + 0(5) . (4-2-8)

pv

NN —
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A equacao das geodésicas fica:

d?xt . dz® dx?
e S E
dr? B dr dr

(1 é o tempo préprio)

dzt  dt dz’
M = — =0 1 =1,2,3;
I T
~—
v

dz®  dt
i =— =1+ 0(6) , l.e. t =7 a menos de correcgoes em E.
dr dr c

Logo, para uma particula “lenta”a equagao das geodésicas fica

d*z’ . da® dax® :
— + Th————=0() .
dt dr dr
d?
ﬁ{ﬁz + 0(52)
Precisamos pois de calcular
T = = 0% (2hjon—hoos) + O(?) .
2 ’
5% negligenciavel

€,
—5hoo +0(e?) .

Deste modo a equacao (4.2.11) fica:

d*z £ st e
dr? (_ih‘)d) =0 e g T A

Esta é a equacao da forca Newtoniana se identificarmos

Jdoo = —1 + €h00 = —(1 + 2 + 0(62)

2)

potencial Newtoniano .

(4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

(4.2.12)

(4.2.13)

(4.2.14)

Isto demonstra a redugao (4.2.6). Concluimos ainda que o potencial Newtoniano (e de

facto toda a teoria Newtoniana) estd contido na componente gy da métrica.

Para demonstrar a redugao das equacoes de Einstein a equagao de Poisson (4.2.7)

necessitamos do tensor de Ricei:
2
Ropg =+ I’ZBM — I‘Z“ﬂ +O(e7) .
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Logo:

ROO = 1—‘8072‘ + 0(62)
= _gh()o’i,z‘ +0(e?)
= AD+0(?) . (4.2.16)

Consequentemente, as equacoes de Einstein Rog = 87G (Too — % gOOT) ficam (componente

00)
A¢p ~ 4nGp , (4.2.17)
o que demonstra a redugao (4.2.7).

Resumindo: a lei da for¢a Newtoniana obriga-nos a fazer a identificacao (4.2.11); a
equacao de Newton-Poisson é, entao, consequéencia da componente temporal das equacoes
de Einstein.

Notemos que qualquer teoria da gravitacao que incorpore a hipotese geodésica tem,
necessariamente, de fazer a identificacao (4.2.11); logo esta nao é uma carateristica unica
da Relatividade Geral. Como tal, consequéncias experimentais de (4.2.11) (como o redshift
gravitacional e a dilatagdo do tempo) nao constituem um teste da Relatividade Geral no
sentido de testarem a estrutura especifica das equagoes de campo (excepto no sentido que

um resultado negativo falsificaria a teoria).

4.3 A solucao de Schwarzschild

Para testar a teoria da Relatividade Geral para além do limite Newtoniano, poderiamos
comecar por usar a teoria linearizada, i.e., a chamada aproximacdo pos-Newtoniana. Mas

como a solugao exacta para uma massa pontual (solugao de Schwarzschild) é relativamente

simples optamos aqui por deduzir, desde ja, esta solucao.
O procedimento habitual para calcular solucoes em Relatividade Geral é o de considerar
um “ansatz”para a métrica (e para todos os outros campos dinamicos caso os haja). Para o

caso de uma massa pontual queremos considerar o ansatz mais geral com simetria esférica.
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Recordemos que o espaco de Minkowski em coordenadas esféricas é

ds® = —dt* + dr* + 7’2(9392 + sin® 0 d(bi) .
ds;; elemento de linha em S?
Logo, a métrica mais geral com simetria esférica é:
ds* = —a(r, t)dt* + B(r,t)dr® + ~(r, t)dtdr + e(r, t)dS2s | (4.3.1)

onde «, [, sao fungoes arbitrarias dos argumentos. Este “ansatz” preserva a estrutura de

d)s e nada depende de € ou ¢.

Exercicio 4.1: Simetria esférica do ansatz (4.3.1). Verifique que os vectores:
£y =sin¢ Gy +cotfcos ¢ 0 ,
§(2) = —cos @ Oy + cotOsing J, ,
§@3) = —09,

sao vectores de Killing de (4.3.1). Conclua que o grupo de isometrias de (4.3.1) contém

de facto como subgrupo SO(3) e como tal a métrica (4.3.1) tem simetria esférica.

O ansatz (4.3.1) contém 4 fungoes desconhecidas de 2 varidveis e como tal a sua re-
solugao é complexa. Felizmente pode ser consideravelmente simplificado apenas por trans-

formacoes de coordenadas:

i) Transformamos

r,t — R,t, isto é encaramos r =r(R,t) ,
de modo a que
e(r,t) = R*; (4.3.2)
obtemos
ds® = —o/ (R, t)dt* + B'(R,t)dR* + ~' (R, t)dtdR + R*dS), | (4.3.3)
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onde o, ', sdao novas funcoes arbitrdrias dos argumentos.
ii) Transformamos
R,t — R, T, isto é encaramos t =1t(R,T) ;

logo

e a métrica fica

at\” ot \° ot
2 _ 2 ) / / 2
ds® = —a (—8T) dr +( a <_8R) +p8 +7 <8R)>dR
ot 2
+ 57 <7 -2/ 8R) dTdR + R*dS), ;

escolhendo t = ¢(T, R) tal que
ot ~'

OR 2o’

livramo-nos do termo nao diagonal e como tal o ansatz da métrica fica:

ds? = —2AWRT) g2 L 2BRT)gp2 1 R20), | | (4.3.4)

Este ansatz tem “apenas” 2 fungbes desconhecidas (em 2 varidveis); ainda é bem

complexo, mas, como veremos de seguida, permite integrar as equagoes de Einstein.

Para calcular as equacoes de Einstein para o ansatz (4.3.4) comecemos por obter as
véarias quantidades geométricas (no que se segue denotamos as coordenadas do ansatz

(4.3.4) por (r,t) em vez de (R,T)):

e Sfmbolos de Christoffel: (T, = 5 9" (98w + Yvp — Gup))

. A/QA .
FZ::A;F,Q—— Iy=A T, =B;
e2

Be?B 1 1
t _p/ .70 _ ¢ _ .
D= —a il =8y =— 51, =
. T s cosf _ rsin® 6 o . )
00 =35 Los = 5 iTos = ——3p 1s = —sinbcost ;

todos os outros (menos os relacionados por simetria com os apresentados) sao nulos.
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e Tensor de Riemann: (R, =1, , —TI'5,  +15,1%, -7,

(—A"—(A/)2+A/B/)62A+623(BZ—AB+B) '

¢
R rtr €2A )
Rt Ar R A'rsin? 6 '

0t _€2—B ) ot — 2B )

R Br R Brsin® 6 '

9T€__€2—A ) ore T 24 )

; (_A// B (A/)2 + A/B/)ezA + 623(32 _ AB + B)
Ry, = 2B )
o B Brsin®6

0t — 623 ) Pt 623 !

. B'r . B'rsin?6 .
R9T9:62—B’R¢T¢: 2B ’

2A - -
R :_A/e . o :_ERQ :_E

tto re2B tro r’ rt0 r’

0 B’ 0 sin? f(e?f — 1)
Rng=——3 Rgp = 2B ?

1,24 ; :
R? :_Ae - R? :_E. R® :_E.
ttp re2B ) tro r ) rtg r )
R¢ _ B . R¢ _ e’ —1 .
e T 006 — 2B

todos os outros (menos os relacionados por simetria com os apresentados) sao nulos.

e Tensor de Ricci: (R, = R%,,)

pow

(—A'B'r + A'r +rA? 4 24" e*A + reQB(AB - B-— BQ) .

Rtt - T@QB )
B

Ry = — ;
T .. . . .
(2B'+ A'B'r — A?r — A"r)e** + (Br + B*r — ABr)e*?

R, = 024, )

1—e28—Br+ Ar
Rgg = — 25 ;

R¢¢ = Sil’l2 9R99 )

todos os outros (menos os relacionados por simetria com os apresentados) sao nulos.
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Como estamos no vécuo, as equacoes de Einstein sao R, = 0, ou seja,

B=0,

]

21

)

) 2A" + (A% + A" —AB) =0,

iii) 2B —r(A?+ A" - AB)=0,
)

iv (A —=Byr+1-e*=0.

A equagao i) tem uma importancia fundamental, dado que permitiu eliminar todas as
derivadas temporais nas restantes equacoes. Para resolver este sistema comecamos por

somar ) com 7i7); obtemos

A+ B =0. (4.3.5)
Logo iv) fica: —2B'r + 1 — *# = 0, ou ainda, multiplicando por e=25:
d
—2B're e 1=0 & Td_<€723) +e P -1=0. (4.3.6)
r
Definindo y = e 2# a equagao (4.3.6) reescreve-se:
dy
— —1=0. 4.3.7
re Tty (4.3.7)

Esta é uma equacao diferencial de 1* ordem com o seguinte diferencial associado:
rdy + (y — 1)dr ;
este diferencial é exacto; é o diferencial da funcao
h(r,y)=r(y—1)+C .

Como tal, a solucao da equagao (4.3.7) é

Como

A'=-B" = A(t,r)=—-B(t,r)+ f(t)

C
S Q2A g 2BLI0) _ ) (1 _ _) ’
r
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pelo que, finalmente a solucgao é:

ds? = — (1= ©) fOdi + 22 4 12(d6? + sin? 0 do?) | (43.8)

redefinimos numa nova coordenada dt?

e obtemos a solugao de Schwarzschild:

r c

d 2
ds? = — (1 _ g) dt? + ; " +72(d6* + sin® 0 do?) | . (4.3.9)

r

Falta interpretar a constante C. Para o fazermos primeiro introduzimos coordenadas
isotrépicas definidas de modo a que as seccoes espaciais da métrica fiquem a métrica de R?
a menos de um factor multiplicativo total - factor conforme. As coordenadas pretendidas

sao obtidas requerendo que:

dr
_“r d
JSi-g fIR)AR, dR_ dr
T = - = )
R 1_¢
r=f(R)R, r

integrando obtemos

InR+a=In (r—%+\/7’2—0r) . (4.3.10)

(Verificagao:
d C 1+ 50 1
—In r——+\/7“2—0r): 2VriOr , 4.3.11
dr ( 2 r—S4+vr2—Cr Vr2-Cr ( )

como requerido.) Consequentemente (tomamos a = In2 para ter assimptoticamente r =

R),
C
2R:r—§+\/r2—C'r’ : (4.3.12)

e a métrica fica:

2 . C 2 2 2 2
ds? = (1 T(R))dt + f(R)X(dR? + R2d) (4.3.13)
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comf(R):L}f)eR:%(r—%+M).

Assimptoticamente r — oo e R — o0

R:%(r—g+<1—2—€)):%(2r—0); (4.3.14)

logo r ~ R + % = f(R)=1+ %, e a métrica reescreve-se, neste limite,

st ~ —(1-9) a2 + 1+ ¢ (dR* + R*dSY,) . (4.3.15)
R R
Esta métrica é da forma
ds® == n,, dr"dz" + h,,detdx” (4.3.16)

onde
t /C/R 0 \
T

z

Recordemos que vimos na Secgao 4.2 para uma geometria da forma (4.3.16), no regime
onde C'/R é pequeno, o potencial Newtoniano estd contido na componente tempo-tempo

da perturbagao métrica (cf. (4.2.14))
hop = —2 . (4.3.17)

Deste modo, para a métrica de Schwarzschild reproduzir, quando C'/R é pequeno, o campo

Newtoniano de uma massa pontual requeremos que

C_ o GM
R R )’

de onde resulta, finalmente, a determinacao da constante C' em termos da massa M da

fonte do campo

C =2GM . (4.3.18)
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Assim, a métrica de Schwarzschild em termos do parametro fisico massa escreve-se:

2

2GM
ds? = — (1 - G2 ) Adt® + % + 72(d6? + sin® 0 dp?) |, (4.3.19)

rc

rc2

onde rg = 2GM /c* se designa por raio de Schwarzschild.
A métrica de Schwarzschild é estética; de facto, o vector k = 9/0t, que é temporal para

r > rg, é vector de Killing. Como tal o grupo de isometrias é
R x SO(3) .

Como impusemos apenas simetria esférica, a simetria adicional - a invariancia temporal - é
consequéncia da simetria esférica para a Relatividade Geral. Este é o contetido do teorema

de Birkhoff:

SO(3) mais R,, =0 = estaticidade (caracteristica da métrica de Schwarzschild)

A estrutura da teoria, deste modo, exclui, por exemplo, um campo gravitacional com

simetria esférica a pulsar. Tal campo nao existe no vacuo em Relatividade Geral.

4.4 (Geodésicas temporais e o avanco do periélio

As geodésicas com parametrizacao afim podem ser derivadas do Lagrangiano

7;2

Vi(r)

L=-V(r)t+ +7r2(6? +sin? 0 ¢?) |

(1]

onde = % e A é o parametro afim. Como estamos a considerar as geodésicas temporais
tomamos A = 7 (tempo proéprio).
A equagao de 6 é resolvida por § = 7/2, como resultado da simetria esférica. As

equacoes de t e ¢ originam as quantidades conservadas:

dt E

— = —— , F = Energia por unidade de massa (adimensional) ; 4.4.1
iV gia p ( ) (4.4.1)
d¢ = J | = i 4.4.2
E = ﬁ , 7 = Momento angular por unidade de massa . ( 4. )

(dimensao de comprimento)
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A equacao radial pode ser obtida do Lagrangiano, substituindo L = —1 e usando (4.4.1) e
(4.4.2)

2 =F*—V(r 7 . 4.
Vi) V(T)+T il =F V()<1+ ) (4.4.3)

Exercicio 4.2: Geodésicas na solugao de Schwarzschild linearizada. Mostre

um facto curioso: considerando a teoria linearizada (cf. (4.3.15)) as equacoes das
geodésicas sao as mesmas das obtidas da solucao exacta.

Resolucao: De facto, a solucao de Schwarzschild linearizada é:

ds® = — (1 — %) dt® + (1 + g) dr? + r2dSy ; (4.4.4)

as equacoes para #,t, ¢ sao, obviamente inalteradas. A equacao de r fica

2

E oM\ ., 2
_V<T)W+<1+T>T2+ <~

r2

oM\ ! 2
.9 2
& = Ef— |1+ — 1+
L Ve () (05) ()
2M 2
= E?-— (1 — —) (1 + 3—2) ,  onde linearizamos (¥ < 1) ,(4.4.5)
T T

o que coincide com (4.4.3). Logo, as equagoes geodésicas na solugao exacta de Schwarzs-

child coincidem com as equagoes geodésicas (linearizadas) na soluc¢ao de Schwarzschild
linearizadal!

Procuramos de seguida resolver as equagoes geodésicas. Para estudarmos as orbitas no

plano r — ¢ introduzimos, tal como no problema de Kepler, a variavel

1
U= -

= (4.4.6)

e queremos obter a equacao diferencial para u = u(¢); notamos que

du_dudr_ 13—: 1dr

du _ dudr R 4.4.7
dp — drdp 1?9 jdr (4.47)
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Logo

(3_;”_)2 _ B on (712 4 u?) , (4.4.8)

j2

du 2_ 1
() =5

pelo que a equacao diferencial a resolver fica:

du\® E*-1 2M
< u) = + T —u? 4 2Mu? . (4.4.9)

do 72 72

Exercicio 4.3: Comparagao com o problema de Newton/Kepler. Mostre

que o problema de Newton/Kepler é obtido negligenciando o tltimo termo de (4.4.9).

Resolucao: Para verificar que assim ¢, notamos que o Lagrangeano do problema

de Newton/Kepler é

1 . . GM
Lyg = §m('r‘2 + 7207 4 rsin® 0¢7%) + - ; (4.4.10)
r

pelo que os momentos canénicos conjugados sao p, = mr, py = mr26 e p, = mr? sin? ¢

e o Hamiltoniano

2 2 2
P Do Py GMm
Hyk = — : 4.4.11
NET om + 2mr?  2mr2sin® 0 r ( )
Esta teoria ¢ resolvida por 6 = 7 e
Do = mrld = const < ¢ = % ; (4.4.12)
r

j € momento angular por unidade de massa. Em vez de considerarmos a equacao em
r tomamos Hyyx = & = const, (energia nao relativista). Escrevendo os momentos

canonicos em termos das velocidades temos:

. M= o (4413)

1 2 M 2 2GM 2
5:§m<f2+r2‘7—>—G m = 2 c G _J

T r m r T

Para compararmos com (4.4.3), que reescrevemos na forma

dr\? 2oGM 2 2GM 4?2
L - _d g S (4.4.14)
dr r r? 73
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é 1itil reparar que a energia total relativista, denotada por E, é

1
= ch + §m1)2 + ...

e

e como tal a energia relativista por unidade de massa é (¢ = 1)

E
E=2 1454
m m
2 2
E2—1:<1+£+...> —1:—6
m m

Logo (4.4.13) é de facto a aproximagao nao relativista de (4.4.14); mas o termo em 73

nao esta presente em (4.4.13). Introduzindo u = 1/r e passando para u = u(¢) (4.4.13)

fica

<du)2_£ 2GM

o oy P u—ul. (4.4.15)

Confirmamos assim que o dltimo termo em (4.4.9) é o termo nao Kepleriano.

Comegamos por resolver (4.4.9) sem o termo nao Kepleriano. Denotamos du/d¢ = o’

e fazemos

u=1uy+V, (4.4.16)

onde up ¢ uma constante que sera escolhida de modo a eliminar o termo linear na equacao.

A equagao (4.4.9) fica

E?—1 2M
(V)P = =t Sy (0 + V) = o = 2ol = V2 (4.4.17)
E? -1 2M M
Escolhemos uy = M/j?; logo a equacao fica

E*—1 M?

(V/)Q +V2 = ——+— (4.4.19)
J J
—_— ——
= A?
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A solugao é V(¢) = Asin(¢ — ¢p), ou em termos da coordenada radial,

1 1 1
2_1

u(e) T ugt V(o) - Mo /1;4_42 + Eja sin(¢ — ¢o)

r(¢) = (4.4.20)

<

Recordando que

B o
1 +esin(¢p— ¢p)

é a equacao de uma conica de excentricidade e, verificamos que estamos a obter uma cénica

r(¢)

de excentricidade

e= \/1 + ‘72(?\272_1) . (4.4.21)

Para os estados ligados (E? < 1) obtemos elipses, em concordancia com as leis de Kepler.
Reconsideremos agora a (4.4.9) mas incluindo o termo nao Kepleriano. Fazemos nova-

mente
u=uy+V,

com o propédsito de eliminarmos o termo linear. A equacao fica:

E?—-1 2M

(V’)z = j2 + j—z(uo—l—V) —UQ+V2+2M(UO+V)3 =
E?—1 2M oM
(V) = ( 2 j2u0u02 + 2Muo3) +V <]—2 — 2ug + 6Mu02)
g2
— (1= 6Mug) V* +2MV? . (4.4.22)
N————’
w2

Para eliminarmos o termo linear em V' escolhemos 1y de modo a que

2 oM L\ /1—4x3M x 4
6Mug? — 2up+ —— =0 < uy =
Uo ug + j2 Uo oM

(4.4.23)

Se 12M? /42 for pequeno

2
1i(1—6];4—2)_
Uy = ————————— =

6M

S

— solugao Kepleriana
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Escolhemos por isso a segunda solugao dado que aproxima a solugao Kepleriana quando

1—,/1— 12@4—5
. (4.4.24)

6M

M — 0 (a outra diverge):

Uy =

Note-se que 12M?/j? < 1 é a condicao para ter estados ligados em Schwarzschild.

A equagao diferencial (4.4.22) fica com a forma

(V') = A% —w?V? 4 2MV3| . (4.4.25)

Esta equagao pode ser resolvida em termos de funcoes elipticas. Mas a propriedade mais

relevante pode ser obtida negligenciando o termo em V3. A solucao fica

V(¢) = Asin(w(¢ — o)) - (4.4.26)

Como a frequéncia angular w < 1 a ‘elipse’ nao fecha em cada érbita; o periodo angular é
agora

2
Tsor (4.4.27)
w

O periélio vai estar em (usando 7 o< 1/(1 + esin(¢ — ¢p)))

T
Logo, numa revolugao avanca gg — 5w = %r menos 27 ou seja
27 1
Ap=— =21 =2m((1 —=6Mug) 2 —1) . (4.4.29)
w

Como uy = ]MQ + O(M?), em 1* ordem na massa

M2 6 M
): . (4.4.30)

J J

Podemos eliminar a dependéncia em j usando consideragoes geométricas: numa elipse

« Tmax = 1% 2c0
= = © = ot Tmax = ——— 4.4.31
r 1+ esin(¢ — ¢o) e Tmin + 7 1 — e2 ( )
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Dado que o semi-eixo maior a obedece a 2a = 7yin + Tmax 0Obtemos
a=a(l—e?). (4.4.32)
Comparando com a solucao Kepleriana que tem o = % obtemos

]2 2
Vo a(l—e) . (4.4.33)

Logo, a férmula para o avango do periélio (< semi-eixo maior) no espago-tempo de

Schwarzschild é:

6mrGM

2a(l —e?)

Ap =

S.I. em primeira ordem na massa . (4.4.34)

Note-se, portanto que o avanco é tanto maior quanto menor o semi-eixo maior (i.e.
quanto mais préximo) do sol, como esperado, mas é também tanto maior quanto maior a
excentricidade da elipse. Mercurio, para além de ter o menor semi-eixo maior do sistema
solar tem também a maior excentricidade entre todos os planetas (excepto o planeta ando

Plutao):

Planeta | Excentricidade
Merctrio 0.20562
Vénus 0.0067
Terra 0.0167
Marte 0.0935
Jupiter 0.0489
Saturno 0.0565
Urano 0.0457
Neptuno 0.0113
Plutao 0.2488
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Usando na férmula os dados de Merctrio: (SI)

(

a=57.91 x 10°

e = 0.2056

G=6673x10"" — A¢p=0.103"/rev .
Mgyn = 1.983 x 10%

| c=2.998 x 10°

Usando o periodo da oérbita de Mercurio, T' = 0.2408, anos e sabendo que Merctrio faz
415.28 rev/século, obtemos

A¢ = 42.78" [século . (4.4.35)

Deste modo absolutamente brilhante e a partir de primeiros principios Einstein explicava

o avango anémalo do periélio de Mercirio de 42.7” /século discutido na Seccao 2.1.2.

Nota historica: Nas palavras de Einstein, escritas a 18 de Novembro de 1915, a teoria

da Relatividade Geral “explica [...] quantitativamente [...] a rotagao secular da orbita de
Mercirio, descoberta por Le Verrier [...] sem necessidade de qualquer hipdtese especial.”

Na opiniao do seu bidgrafo, Abraham Pais (pag. 313 “Subtil é o Senhor- Gradiva),
“Fsta descoberta foi, creio, sem duvida, a mais forte experiéncia emocional da vida ci-
entifica de Einstein, talvez mesmo de toda a sua vida. A natureza falara com ele. Tinha
de estar certo.” Einstein escreveu “Durante alguns dias estive fora de mim com uma feliz
excitacao.” Mais tarde, Einstein diria a Fokker que a descoberta lhe tinha provocado pal-
pitagoes do coracao; a de Haas disse que quando viu que os calculos concordavam com as
observacoes astronémicas inexplicadas, teve a sensacao que qualquer coisa tinha estalado
nele...

A descoberta de Einstein resolveu uma dificuldade que era conhecida ha mais de sessenta
anos. Urbain Jean Joseph Le Verrier tinha sido o primeiro a encontrar provas de uma
anomalia na orbita de Merctrio e também o primeiro a tentar explicar esse efeito. Em 12
de Setembro de 1859 submeteu a Academia de Ciéncias de Paris o texto de uma carta a

Hervé Faye na qual registou o que descobriu. O periélio de Mercurio avanga 38” /século
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devido a “alguma acgao até agora desconhecida sobre a qual nenhuma luz foi langada, [...]
uma grave dificuldade digna da aten¢ao dos astronomos.”

Nessa carta Le Verrier observava ainda que o inico modo de explicar o efeito em ter-
mos de corpos conhecidos seria aumentar a massa de Vénus em pelo menos 10%, uma
modificacao inadmissivel. Duvidava fortemente de um planeta interior a Mercurio, nao
observado até entao, pudesse ser a causa (mas sugeriu esta possibilidade). Terminou di-
zendo “Aqui, pois, mon cher confreré, reside uma nova complicacao que se manifesta nas
prozimidades do Sol.”

Em 1882 Simon Newcomb obteve o valor de 43” /século, valor que nao variou conside-
ravelmente até ao presente. O valor experimental citado por Einstein em 18 de Novembro
de 1915 era 45”7 + 5. Entre finais do séc. XIX e principios do século XX foram numerosas

as tentativas de interpretacao tedrica da anomalia de Merctrio:

— Reconsideraram-se as sugestoes de Le Verrier de um planeta interior a Mercirio ou
de um anel planetédrio (enxame de asterdides). Na década de 1870 pensou-se mo-
mentaneamente que um tal planeta (a que se chamou Vulcano) tinha sido realmente

avistado.

— Sugeriu-se uma Lua de Merctrio (nao avistada), poeira inter planetaria e um possivel

achatamento do Sol.

— Sugeriu-se um desvio da Lei r%; quer puramente estatico quer corrigida por termos

dependentes da velocidade (teoria da gravitagdo de Lorentz).

Estas tentativas falharam ou nao tiveram interesse por envolverem parametros ajustaveis.
A anomalia permaneceu enigmatica. Nos tltimos anos Newcomb tendia a “dar preferéncia
a hipotese de a gravitacao solar nao se comportar exactamente como o inverso de um
quadrado”. Neste contexto, a alegria de Einstein por poder dar uma explicacao “sem

qualquer hipotese especial”’torna-se ainda mais compreensivel.

Alguns comentéarios sobre o cdlculo que Einstein efectuou:
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- Einstein nao tinha ainda a forma final das equacgoes de campo G, = 87T),,;

- Einstein nao tinha ainda a solucao de Schwarzschild, apresentada apenas num artigo de

16 de Janeiro de 1916 da Academia Prussiana.
FEinstein partiu das equacoes de campo

r k com a condigio geral \/[g] =1, (4.4.36)

o Tw/
~—

tensor de impulsao energia
em que 1, correspondia a uma parte do tensor de Ricci:

R,, = T% . —T% +T%T19 —T%T7

w0 pov,v aoc— pv op- av -
= T —T0,0%, +(=0,0,/]gl + 0, In/]g|T7,) (4.4.37)
Tuw Suv

No tratamento moderno partimos de R, = 0 e podemos escolher um sistema de coorde-
nadas tal que \/g = 1. Os resultados, relativamente ao efeito, sao os mesmos, facto de que
Einstein se apercebeu durante a preparagao do artigo.

Einstein utilizou um método de aproximacao que marcou o inicio da mecanica celeste

pos-Newtoniana. Ele obteve a solucao linearizada:

dSzz_(l—g>dt2+(5zj+0[

Xy
r r3

dz'dr’ | 4.4.38
)

a ¢ uma constante de integragao e, em primeira ordem em 2, /g = 1. Calculando a

equacao das geodésicas, Einstein obteve a precessao por revolugao

24m3a?
Ao = , 4.4.39
¢ 2 T? (1 —e?) ( )
~
periodo de revolucao
que é equivalente ao resultado que calculamos usando
4r2a®>  GM a>  GM

=" == —. 4.4.40
T2 a T2  4n? ( )
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Para demonstrar esta relagao notamos que, para uma orbita eliptica,

 al=) o o
r(¢) = [+ esin(é—do) E—T—Q@/rzdgb—/jdt(:)

T
A 2 d
J t :a2(1—62)2/ —¢2
<~ s=0 (1 +esing)
2
GMa(l — 62) m
a(l — e2)?/? 2m T?  4r?
& T = = —=——gq.ed.
VGM x (1 —e2)3/2 FERE) VA

Nota: No duplo binario pulsar descoberto em 2003, PSR J0737-3039, o avanco do

periastro ¢ 140000 maior do que o de Merctrio e estd em perfeito acordo com a R.G.

4.5 Geodésicas nulas e a deflexao de um raio de luz

No mesmo artigo de 18 de Novembro de 1915, Einstein dedicou apenas meia pagina a uma
segunda descoberta: “Um raio de luz que passe junto ao Sol deve sofrer uma deflexdo de
1.77 (em vez de 07.85).” O tltimo valor era o resultado que Einstein obtivera em anteriores
versoes da teoria, que coincide com o resultado que pode ser obtido em Mecanica Newto-
niana (como veremos em baixo). Passamos agora a deduzir o resultado da Relatividade
Geral, estudando geodésicas nulas na solucao de Schwarzschild.

As equagoes para 0, t, ¢ sdo exactamente as mesmas que no caso temporal. A equacao
radial é, tal como anteriormente, derivada do Lagrangeano, mas agora tomamos L = 0,

dado que ds? = 0. A equacao radial fica entao:

(7)* = E? — V(T)i—z : (4.5.1)

Tal como no caso temporal definimos u = % e calculamos a equacao diferencial para
u=u(p):

du _dudr 17 7 (4.5.2)

dp —drdp 2L
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Logo obtemos a equagao, de (4.5.1)

E2
(u)? = = — v’ +2Mu” (4.5.3)
J
ou, introduzindo o parametro de impacto, d = %,
12 1 2 3
=m U +2Mu” | . (4.5.4)

Para resolvermos esta equacao tomamos uma expansao do tipo

dimensao 72

u = ug(P) + (QGM)m+O((2GM)2) : (4.5.5)
N——

E suprimido em relagao ao primeiro termo

r 3
por um factor de — ~ ~ 1076
To 7 % 10°

A equagao fica em 1* ordem em 2G M

1
- UQ2 — 2UOU12GM + 2GMU03 . (456)

ul)? + AGMulul, = y

Resolvemos esta equagao separadamente para os termos com diferentes ordens em G M.
e Em ordem zero - (GM)° -, (4.5.6) fica:
= = ug?, (4.5.7)
cuja solucao é:

up(¢) = gsin(¢p — o) = 7ro() = Wi%)
& sin(¢ — ¢o)ro(¢) =d . (4.5.8)

S

-~

y, em coordenadas Cartesianas no plano

Esta solugao é uma linha recta (y = d) que passa a uma distancia d da origem - Fig.

4.2. Doravante tomamos ¢y = 0 (escolha do sistema de coordenadas).
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Figura 4.2: Solugao da equacao das geodésicas nulas em ordem zero: uma linha recta que
passa a distancia d do Sol (que se encontra na origem).

e Em primeira ordem - (GM)! - (4.5.6) fica:

uhuly = —2uguy + ug® ; (4.5.9)
ou, usando a solugio de ordem zero, uy = 222,
: . 5
2u) Cosgb = —2ulsucllgZS + 5123¢ (4.5.10)

Esta equacao pode ser integrada apés algumas manipulacoes. Dividindo por cos? ¢,

fica
2u " sin ¢ _ sin® ¢
cos ¢ cos? ¢ cos? ¢ d?
/ .
o 1 /sing(1 — cos? @)
= — 4.5.11
< <Cos gb) 2d? ( cos? ¢ ’ ( )
ou ainda
/ /
(/A 1 1
= — | — 4.5.12
(cosgf)) 2d? <cos¢> +COS¢) ’ ( )

de onde se vé que a solucao é:

Uy = _a_cosd+ 5 (1+cos® p) . (4.5.13)

constante de integragao

Concluimos pois que a solucao de (4.5.6) em 2* ordem é, portanto:

u(p) = ésin(qﬁ) +2GM <a cos ¢ + % (1 + cos? <;5)) +O(2GM)*)|.  (4.5.14)
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¢=0—¢1

Figura 4.3: Solucao da equagao das geodésicas nulas em ordem um: uma linha curva que
passa a distancia d do Sol (que se encontra na origem), e faz, assimptoticamente, dois
pequenos angulos ¢ e ¢o dois pequenos angulos com a recta obtida em ordem zero.

Quando r — oo, u — 0; logo

sin(9)
d

0=

+2GM <a cos ¢ + # (1 + cos? gb)) . (4.5.15)

Em ordem zero a solugao quando r — oo seria ¢ — 0, 7, cf. a recta desenhada na Fig. 4.2.
Agora teremos um pequeno angulo de desvio - Fig. 4.3.

A equacao anterior avaliada em cada um deles é:

O =—0¢1, 0:—%+2GM(Q+#X2),
O=7+ o, 02—%2+2GM(—a+#><2).

Somando as duas equacoes fica

o1+ ¢ AGM
= 4.5.16
d az ( )
ou, para o desvio total, A¢ = ¢1 + ¢o, restaurando a velocidade da luz,
4GM
Ap=d1+d2=—|. (4.5.17)

Usando, em unidades SI,
G=6673x10"" M =M, =1983x10", d =Ry = 6.955 x 10° | ¢ =2.998 x 10° ,
obtemos

A¢ = 0.847 x 1075 rad = (0.485 x 107%)° = 0.0291' = 1.75" . (4.5.18)
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Na teoria Newtoniana da gravitagao também é possivel derivar uma féormula para a
deflexao da luz num campo gravitacional de um corpo massivo como o Sol, assumindo que
a teoria classica se mantém valida a velocidade da luz e que os “raios”ou “particulas”de
luz tém uma massa gravitacional igual a sua massa inercial. O primeiro célculo quantita-
tivo publicado da deflexdo da luz por um corpo massivo foi feito por J. Soldner em 1801
(“Ueber die Ablenkung eines Lichtstrahls von seiner geradlinigen Bewegung, durch die At-
traktion eines Weltkorpers, an welchem er nahe vorbei geht”, publicado em J.E. Bode,
Astronomisches Jahrbuch fiir das Jahr 1809. Berlin p.161 ff.).

Para derivarmos o valor da deflexdo na teoria Newtoniana reconsideramos a equacao
de movimento da teoria Newtoniana, (4.4.15)

2
(%) = 72—; + 2652]\/‘[14 —u?, (4.5.19)

onde j é o momento angular por unidade de massa. Tal como anteriormente fazemos

w(¢) = ug + V(e) (4.5.20)

e escolhemos 1y de modo a eliminar o termo linear em V. A equacao fica:

2%  2GM 2GM
(V') = <m—; + ?—QUO - ué) +V ( 3’; —~ 2u0) -V, (4.5.21)

Escolhemos uy = C;.—Jy; logo:

) 2 GM\?

(V')? = m—; + <j—2) J—v2 . (4.5.22)
A2
A solucao é
V(gp) = Asin(¢p — ¢g) . (4.5.23)
Logo
1
r(p) = - . (4.5.24)
(’;—2” + (%—2> + WQL—]’SQ sin(¢ — ¢o)
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Em contraste com o caso relevante para as orbitas planetarias, em que procuravamos solug
oes elipticas, neste caso é uma hipérbole (ou pardbola) que procuramos. Em concreto,
queremos perceber qual o angulo ¢ quando 7 — oo (tomamos ¢g = 0). Usando a parame-

terizacao da Fig. 4.3

2
U /(M) + 2 sin(0— 1) =0,
—_——
~ —¢y
2
G/ (SH) + 2 sin(r+ ) = 0.
L — Sin (bz ~ _¢2
Logo
GM
2
¢1= 2 = = : (4.5.25)
V(%) +3
Concluimos que a deflexao ¢ total é:
e 2
Ag =1+ ¢y = e - = — (4.5.26)
2+ (%) L+ Gy
Para simplificar este resultado, notamos que \/’;%6 = d, parametro de impacto, i.e.
momento angular total L
momento total - LOgo
2% 2 1 d*(2me)  [(2e\? & (45.27)
m(GM)2  m (GM)2 m2  \m/) (GM)%"' o
Notamos ainda que a energia total
L
e =—-mc” = E.+ Epstencial - (4.5.28)

2

Ou seja, a velocidade das particulas de luz ird variar ao longo da trajectoria e serd ¢ apenas

quando £, = 0. Consequentemente,

(4.5.29)

2e52 4? 2x distancia minima
> = 5 = > 1.
m(GM)2 (2631

raio de Schwarzschild
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Concluimos, finalmente, que o resultado (4.5.26) pode ser aproximado por

2 2GM
A ~ = 4.5.30
g ———=r|, (45:30)

( GM )2
2

exactamente metade do valor relativista (4.5.17).

Nota historica: A deflexdao de um raio de luz pelo Sol é normalmente apontado como,

historicamente, a segunda confirmagao observacional da Relatividade Geral, mas foi, ver-
dadeiramente, a primeira confirmacao de uma previsao da teoria. Nao foi apenas bem
sucedida, foi um auténtico fenémeno. A sua confirmacao experimental aconteceu apenas
em 1919, apesar de a previsao tedrica ser de Novembro de 1915, mas a primeira guerra
mundial dificultava a organizagao da expedi¢ao para medir o efeito. Em Marco de 1917
o astrénomo real britanico Sir Frank Watson Dyson chamou a atencao para a exceléncia
da configuragao das estrelas do eclipse de 29 de Maio de 1919 para medir a alegada de-
flexao. Formaram-se duas expedigoes inglesas, uma a Sobral no Brasil, chefiada por Andrew
Crommelin do observatorio de Greenwich e outra a ilha do Principe, no entao portuguées
arquipélago de Sao Tomé e Principe, chefiada por Arthur Eddington de Cambridge. O
seu objectivo era medir a deflexao da luz medida pela Relatividade Geral: 1.75” para um
raio de luz tangente ao Sol. As observacoes teriam de ser feitas durante um eclipse total,
altura em que seria possivel ver estrelas muito préximas do Sol. Fotografias do campo de
estrelas eram feitas durante o eclipse e comparadas com fotografias do mesmo campo de
estrelas quando o Sol nao estava presente, determinando-se o deslocamento angular de cada
estrela. Em 6 de Novembro de 1919, numa reuniao conjunta da Royal Society e da Royal
Astronomical Society, Dyson, assistido por Crommelin e Eddington afirmou, sob o retrato
de Newton, “Apds um estudo cuidadoso das placas estou preparado para afirmar que elas
confirmam a previsio de Einstein” (Subtil é o Senhor, pag. 374). Nesse dia Einstein, que ja
havia sido “beatificado”em 1905, foi ‘canonizado”! O antuncio dos resultados dos Eclipses
de 1919, capturaram a atencao de um publico ainda desgastado pela 1* Guerra Mundial e

fizeram de Einstein uma celebridade. Contudo Einstein estava tao convencido da correccao
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da sua teoria pela sua elegancia e consisténcia interna que se diz ter comentado que “teria
pena do Todo Poderoso se 0s resultados nao tivessem concordado com a teoria!”

Mas na verdade as observacoes de 1919 estavam cheias de possiveis erros sisteméticos e
as expedigoes subsequentes pouco melhoraram este estado das coisas. Os resultados destas

e outras expedigoes foram [7] (em termos da previsao da RG, A¢gre):

Eclipse N° de estrelas | d (em Ry) Ao/ Adra Re-andlises
1919 (Sobral) | 7 2 1.13 £ 0.07 1.0a 1.3
1919 (Principe) | 5 2 0.92 + 0.17

1922 92 2.1 0.98 £+ 0.06 1.3a0.9
1922 145 2.1 1.04 4+ 0.09 1.2

1922 14 2 0.7+ 1.3

1922 18 2 0.8+ 1.2

1929 17 1.5 1.28 4+ 0.06 09a1l.2
1936 25 2 1.55 + 0.15 1.6 + 0.2
1936 8 4 0.7a 1.2

1947 51 3.3 1.15 4+ 0.15 1.0al4
1952 10 2.1 0.97 £+ 0.06 0.82 a 0.09
1973 39 2 0.95 £ 0.11

Muitos deste resultados estavam contaminados por fontes de erro que incluiam:

e mudancas de escala desconhecidas entre as fotos do campo de estrelas com e sem Sol;

e condicoes precdrias associadas a mau tempo e locais exoticos onde as expedicoes acon-

teciam.

Por volta de 1960 o melhor que se podia dizer é que o valor seria certamente mais do
que 0.83”, metade do valor de Einstein, o valor Newtoniano obtido por Soldner em 1801
e re-publicado por Lénard em 1921, um conhecido Nazi, para desacreditar “a ciéncia
judaica” de Einstein. Para além disso o assunto nao estava esclarecido e s6 depois de 1960

foi incontornavelmente confirmado.
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4.6 O desvio para o vermelho gravitacional

O terceiro teste classico da Relatividade Geral é o desvio para o vermelho gravitacio-
nal. Podemos derivar o efeito para um campo gravitacional esférico usando a métrica de
Schwarzschild.

Consideremos dois relégios exactamente iguais, em r =rq er =rg, r4 > rg > 2M,
com 04 = 0 e ¢4 = ¢p, em coordenadas de Schwarzschild. O relégio B emite sinais de
luz com intervalos Atg, que sao recebidos pelo relégio A. Mas com que intervalo?

Recordemos a métrica de Schwarzschild:

2M dr?
ds? — — (1 — _) dt® + - T4 r(d6* + sin® 6 d¢?) . (4.6.1)

, 20
T
Para dois acontecimentos que tomam lugar no mesmo r, 6, ¢, como a emissao de dois raios

de luz consecutivos em B, o elemento de intervalo é

2M
ds = —y 1 —=— dt . (4.6.2)

B
O elemento de intervalo é, para o observador em B, o elemento de tempo préprio

2M 2M
ds=—drg=—\/1——dt = Amg=4/1—— At. (4.6.3)
B B

At pode ser visto como o tempo proprio entre os dois eventos para o observador no infinito.
Note-se que At > A7g, o que demonstra desde ja que o tempo passa mais devagar a medida

que o campo gravitico se torna mais forte. Para o observador que se encontra em A,

ATA = 1-— % At . (464)

raA

Como At é o mesmo em (4.6.3) e (4.6.4) obtemos

ATA
ATB

(4.6.5)

Como r4 > rp, Aty > Atp: A observa a emissao dos dois raios de luz, i.e., recebe-os, com
um intervalo de tempo préprio maior do que o intervalo entre a emissao (dos mesmos dois

raios) medido por B.
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Para um espago tempo arbitrario o resultado generaliza-se facilmente

ATy . goo(ra)
Ay 1/900(@) . (4.6.6)

No limite Newtoniano goo(r) = —(1 + 2¢(r)), ¢ < 1. Logo

ATy B 1+2¢<TA)

Are =\ T 2o =1 ¢(ra) = ¢(rp) - (4.6.7)

Pensando agora na frequéncia de um sinal electromagnético

1 vg —va _ ¢(ra) — é(rs)
Vo o= S = . (4.6.8)

Esta é a formula do "redshift” gravitacional em termos do potencial gravitico Newtoniano.
Se o campo gravitico é aproximadamente constante com aceleracao g, como na superficie

da Terra, e ry —rg=nh

~ I (4.6.9)

Esta férmula foi derivada por Einstein em 1911, usando os principios da relatividade restrita
e conservagao de energia (cf. capitulo 2). Pode também ser derivada usando o principio da
equivaléncia e relatividade restrita. Para experiéncias feitas a superficie da Terra, o efeito
é extremamente pequeno. Foi medido pela primeira vez em 1960, na famosa experiéncia
de Pound e Rebka, refinada por Pound e Snider (1964,65) que verificou o efeito com erro
inferior a 1%. A experiéncia original foi realizada no Jefferson Laboratory na Universidade

de Harvard, usando uma torre com 22.6 m de altura, o que pela férmula do redshift da

A
2946 % 1071 . (4.6.10)
1%

Era por isso necessario conhecer a frequéncia da radiacao com uma precisao extra-ordinaria!
O que tornou a experiéncia possivel foi que 2 anos antes (1958) Rudolf Mdssbauer descobrira

o efeito que tem o seu nome - efeito de Méssbauer (Nobel 1961) que consiste no seguinte:

e Nicleos atémicos excitados decaem para o estado fundamental emitindo um fotao;
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e A energia do fotao é a diferenca de energia dos niveis nucleares menos a energia perdida

por recio do atomo emissor;

e Se a energia perdida for pequena entao o fotao pode ser absorvido por um segundo ntcleo

do mesmo tipo;
e Esta emissao/absor¢ao dizem-se ressonantes.

Méssbauer observou emissao/absorgao em atomos em sélidos e explicou-a. O efeito Moss-
bauer criava emissao ressonante. Mas o “redshift” gravitacional alterava a frequéncia evi-
tando a absorcao ressonante. Pound e Rebka dava uma pequena velocidade ao emissor
de modo a que o efeito Doppler compensasse o redshift e existisse absor¢ao. Quando isso

acontecia, sabendo a velocidade sabiam o redshift.
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